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Luis A. Santal6

A tots els estudiants que he tingut a les meves
classes de Calcul i a totes les persones que tin-
guin interés en llegir aquest llibre. De manera
molt especial als meus fills Anna i Eduard, que
ara ja el poden llegir i comencar a entendre.






Index

Proleg 11
Introduccié historica als inicis del Calcul 15

1 Nocions bésiques L

1.1 Llenguatge formal i simbologia 17
1.1.1 Conjunts numerics 18
1.1.2 Simbols basics 18
1.1.3 Quantificadors 19
1.1.4 Connectors logics 19

1.2 Alfabet grec 19

2 Metodes de raonament i den O st Ci (> —

2.1 Proposicions i implicacions 21
2.2 Demostracions per contraexemple 22
2.3 Demostracions directes 23
2.4 Demostracions indirectes 23

2.4.1 Demostracions pel contrareciproc 24

2.4.2 Demostracions per reduccié a |'absurd 24
2.5 Demostracio per induccio 24
2.6 Igualtat entre conjunts 25
2.7 lgualtat de funcions 26

3 Factors i desenvolupaments. Binomi de N eyt o
3.1 Productes i factors notables 27
3.2 Binomi de Newton i coeficients binomials 28

4 Geom etria Cart e Sia N O

4.1 Sistema de coordenades unidimensional 33
4.2 Geometria analitica plana 37
4.2.1 Rectes en el pla 38
4.3 Rectes i plans a l'espai 40
4.3.1 Rectes a R? 40
4.3.2 Plans a R? 41

index 7 m——



4.4 Relacions d'incidencia a I'espai 42

4.4.1 Posicions relatives de dos plans 42
4.4.2 Feix de plans 44
4.4.3 Posicions relatives de recta i pla 44
4.4.4 Posicions relatives de dues rectes 45
4.5 L'espai euclidia 46
4.5.1 Producte escalar 46
4.5.2 Producte vectorial 47
4.6 Distancies 48

5 CONiguEs i 0Uad i) U e m——————

5.1 Coniques 51
5.1.1 Circumferéncia 52
5.1.2 Parabola 55
5.1.3 El-lipse 57
5.1.4 Hipérbola 60
5.1.5 Classificacié de les coniques segons la seva equacio general 63

5.2 Quadriques 64
5.2.1 El-lipsoide 65
5.2.2 Hiperboloide d'un full 65
5.2.3 Hiperboloide de dos fulls 66
5.2.4 Con el liptic 67
5.2.5 Paraboloide el-liptic 67
5.2.6 Paraboloide hiperbolic 68
5.2.7 Cilindres 69

6 G oM et ria 1SS C 1

6.1 Poligons 72
6.1.1 Triangles 73
6.1.2 Quadrilaters 77
6.1.3 Poligons regulars de n costats 79

6.2 Cercles 79

6.3 Solids 82

7 Nombres complexos L

7.1 Definicions 87
7.2 Interpretacions geometriques 90
7.2.1 Interpretacié geomeétrica dels nombres complexos 90
7.2.2 Interpretacié geometrica de la suma de nombres complexos 90
7.2.3 Interpretacié geometrica del producte de nombres complexos 90
7.3 Potéencies i arrels 92

8 PO OIS 1€ 21|

8.1 Definicions i exemples 99
8.2 Algebra de polinomis 100
8.3 Divisi¢ de polinomis 102
8.3.1 Algorisme de la divisié 102
8.3.2 Regla de Ruffini 105

s 8 Fonaments de calcul



8.4 Maxim comu divisor i minim comud mdltiple 105
8.5 Arrels de polinomis 105
8.6 Factoritzacié canonica d'un polinomi 108

9 Trigonometria. FunCcions £rigomnom & iU e

9.1 Mesura d'angles 112
9.2 Trigonometria 113
9.3 Funcions trigonometriques 116
9.3.1 Funcié sinus 116
9.3.2 Funcié cosinus 117
9.3.3 Funci¢ tangent 117
9.3.4 Funci6 cotangent 118
9.3.5 Funcié secant 118
9.3.6 Funcié cosecant 118
9.4 Funcions trigonometrigues inverses 118
9.4.1 Funcié arc sinus 119
9.4.2 Funcié arc cosinus 120
9.4.3 Funcié arc tangent 120
9.5 Funcions hiperboliques 121

10 Funcions exponencials i funcions [ogaritnmic]U e s s ———————

10.1 Funcié exponencial 127
10.1.1 La base natural e 128
10.1.2 Propietats de la funcio exponencial 128

10.2 Funcio logaritmica 132
10.2.1 Casos particulars d'interes 133
10.2.2 Propietats de la funcié logaritmica 133

11 Funcions reals de variable real. Limits i cONtin Ui ot

11.1 Definicions basiques 137
11.2 Operacions algebraiques amb funcions 139
11.3 Alguns tipus de funcions 139
11.4 Composicio de funcions i funcio inversa 141
11.5 Limit d'una funcié en un punt 142
11.6 Extensié del concepte de limit. Indeterminacions 145
11.7 Continuitat 149

12 Derivades de les Tuncions €] et a | m——————————————

12.1 Definicions basiques 153
12.2 Interpretacié geométrica de la derivada 155
12.3 Propietats algebraiques 156
12.4 Derivades de funcions elementals 157
12.5 Derivades successives 162
12.6 Interpretacié cinematica 163

13 Aplicacions de [a deriva cl o m———————————————
13.1 Regla de I'Hopital 166
13.2 Férmules de Taylor i MaclLaurin 169

index 9 n———



13.3 Aplicacio al calcul d’extrems 170
13.4 Aplicacio a la representacié del grafic de funcions 176

14 Calcul dle i iti Ve 1 ——————————

14.1 Primitives i integral indefinida 188
14.1.1 Integrals immediates 188
14.2 Métodes d'integracio 190
14.2.1 Integracio per parts 191
14.2.2 Integracié per substitucio (canvi de variable) 193
14.3 Integracio de funcions racionals 194
14.3.1 Descomposicié en fraccions simples 194
14.3.2 Integracio de les fraccions simples 195
14.3.3 Metode d'Hermitte 196
14.4 Integrals trigonometriques 202
14.4.1 Integrals trigonometriques racionals 203
14.5 Integrals hiperboliques 204
14.6 Integrals irracionals 206
14.6.1 Integrals bilineals 206
14.6.2 Integrals binomials 207
14.6.3 Integrals irracionals particulars 208

A Algebra L

A.1 Estructures fonamentals 211
A.1.1 Estructures amb una operacio interna. Grups 211
A.1.2 Estructures amb dues operacions. Anells i cossos 212

A.2 Matrius i determinants 213
A.2.1 Matrius 213
A.2.2 Determinants 214

A.3 Sistemes d'equacions lineals 218

ey

B.1 Descripcié grafica de les dades 225
B.2 Mesures numeriques descriptives 229
B.2.1 Mesures de centralitzacio 229
B.2.2 Mesures de variabilitat 229

C Progressions @ N OMID IS 1€ Q| S

C.1 Succesions 233
C.2 Progressions aritmetiques i geomeétriques 233
Bibliografia 237

s |0 Fonaments de calcul



Proleg

Aquest llibre esta pensat per ser un material de suport basicament a les assignatures de Calcul de primer
curs de les titulacions d’Enginyeria de Camins, Canals i Ports i d'Enginyeria Geologica, encara que creiem
gue aquest text sera d'interes per a qualssevol estudiant de primer curs d'Escoles Técniques i Facultats de
Ciéncies. No es tracta d'un llibre de Calcul de primer curs universitari sind que volem posar a I'abast dels
estudiants un material de treball que sigui coherent amb els nous plans d’estudis i que els faciliti I'entrada
als seus estudis universitaris. Volem que trobin en aquest llibre els conceptes de matematiques basics per
entendre’n bé molts d'altres que els explicarem a la Universitat.

La meva experiéncia de molts anys en la docéncia, parlar amb els companys i amb els alumnes, ens ha fet
veure que hi ha molts conceptes que els estudiants no tenen ben assolits, i el que potser ens preocupa més
és que moltes vegades no saben on anar a buscar-los. En aquest sentit volem facilitar-los la feina i creiem
gue aquest llibre sera una bona eina d'estudi que servira per millorar el seu rendiment en I'assignatura de
Calcul i en moltes altres de la titulacié on estiguin ubicats els estudiants. Amb els comentaris de professors
i estudiants he intentat recopilar tots aquells temes en que en un moment o un altre veiem que hi ha
estudiants que tenen mancances. S'ha fet una prova donant material als estudiants, i com que la resposta
per part d'ells ha estat molt positiva aixd m’ha motivat a posar-me de forma més seriosa i en format de
llibre a treballar en aquesta linia.

Els objectius principals d'aquest llibre sén donar a I'estudiant un material que li serveixi per consolidar
conceptes que ha rebut en algun moment previ a la seva entrada a la universitat i explicar-ne amb detall
d'altres que ha vist de forma molt simplificada.

Al llibre hi trobareu capitols que tenen conceptes que no s'han explicat mai a secundaria perd que
hem cregut convenient afegir-los. Per exemple, les quadriques (molt importants per a I'estudi del calcul
diferencial de diverses variables) i I'estudi del calcul de primitives és més detallat del que els estudiants
haurien de saber, perd creiem que, per la seva importancia en moltes assignatures técniques, els anira molt
bé tenir-ne un estudi més ampli que els permeti cercar un major nombre de primitives. Ells poden entendre
el que se’ls explica perqué les novetats basicament fan referéncia a la utilitzacié de diferents canvis de
variable (metode conegut per la gran majoria d’estudiants de batxillerat).

En gairebé cada capitol s'hi ha inclds una nota historica perque m'ha semblat interessant situar, encara que
de manera molt breu, en perspectiva historica els diferents conceptes que s'introdueixen. De la mateixa
manera, he intentat fer referéncia a curiositats relacionades amb les matematiques sempre que he pogut
per tal de fer el llibre més atractiu intentant no perdre en cap moment el rigor matematic.

El llibre conté tres apendixs (algebra, estadistica basica i progressions de nombres reals) de conceptes a
vegades relacionats amb el calcul i que hem cregut interessants. Per exemple, al capitol 4 de geometria
cartesiana, s'utilitza el teorema de Rouché-Frobenius i el llenguatge de matrius que esta explicat a I'apendix
d‘algebra.
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Aquest llibre no és un llibre de problemes, tot i que hi ha alguns exemples que intenten aclarir els
conceptes que es van definint. Veureu que es fa reréncia a programes de calcul informatic com WIRIS,
MAPLE i INTEGRATOR, com un exemple dels molts que existeixen. L'Us d'aquestes eines informatiques permet
gue I'estudiant tingui un llibre de problemes fet a mida, en el sentit que es pot plantejar el problema que
li interessi en un determinat moment i amb aquests programes pot obtenir la solucié analitica o bé les
representacions grafiques que el poden ajudar a entendre el que esta estudiant en un determinat moment.
Hem cregut convenient posar en alguna ocasio les instruccions d'Us d'aquestes eines informatiques que
anem a comentar breument.

WIRIS és una eina de calcul matematic que ofereix la Universitat Politécnica de Catalunya. Aquest és un
servei de calcul matematic, accessible per Internet i en catala, desenvolupat integrament per Maths for
More. Hi podeu accedir a la pagina http://www.wiris.net/upc.edu (per calcular control+enter o
bé la fletxa vermella). La manera d’expressar els calculs i els resultats és un llenguatge fidel a la notacio
habitual en matematiques, cosa que els fa intuitius per a alumnes i professors. | la fa una eina ideal per a
la docencia de les matematiques ja que, a més, incorpora facilitats per a la generacioé de material educatiu
en linia de manera agil.

INTEGRATOR és una eina de calcul realitzada amb Mathematica i que trobareu a I'adreca http://
integrals.wolfram.com. Permet el calcul de funcions primitives, simplement introduint la funcié
gue volem i prement Enter.

MAPLE és un projecte del Symbolic Computation Group de la Universitat de Waterloo a Ontario, Canada
i esta format per un nucli reduit d'instruccions elementals molt optimitzades i ja precompilades. Presenta
un Help molt complet i té cinc tipus basics d’operacions: les simboliques, les grafiques, les numeriques, les
d’'entrada i sortida i les d'ajut.

Vull fer public el meu agraiment, en primer lloc a I'Escola Técnica Superior d’Enginyers de Camins, Canals
i Ports de Barcelona per la concessié de I'ajut de la Convocatoria d’Ajuts a Projectes d’Innovacié Educativa
i Elaboracié de Material Docent 2001, que ha fet possible la redaccié d'aquest llibre. A I'estudiant Juan
Murcia Delso perqueé ell ha realitzat I'edici6 d’aquest text i els diferents grafics i figures que hi apareixen.
He disfrutat escrivint aquest llibre i ell m’ha posat la feina molt facil. Moltes gracies Joan. El meu agraiment
a Eusebi Jarauta Bragulat que n’ha llegit tota la versié preliminar i ha fet suggeriments i observacions que
m'han permeés millorar molt el text.

El meu agraiment a Sebastia Xambd Descamps pels seus grafics que fan referéncia a les seccions de
les quadriques. A Pedro Diez Mejia, per les il-lustracions del Palau Geraci. A Juan Murcia Vela, per les
fotografies del projecte d’enginyeria civil d'una passarel-la en forma de paraboloide hiperbolic. A Ramon
Eixarch Ferrer, per la seva amable col-laboracié en tot el que fa referéncia a WIRIS. A les meves amigues
Alba i Sara Tegido, per la fotografia del pont de Brooklyn. A Carla Romeu, perque ens ha ajudat a fer els
grafics de les coniques. A la Junta Constructora del Temple de la Sagrada Familia i a la Reial Catedra Gaudi
per la seva col-laboracié. A Xevi Roca i Agusti Medina, perqué m'han resolt tots els problemes técnics. Al
meu marit Salvador Lépez Forment, perqué sempre he tingut el seu suport.

Vull agrair molt especialment als meus exalumnes ara ja Enginyers de Camins, Canals i Ports, Xavier Gisbert
Martin de Hijas i Juan Murcia Delso, que hagin acceptat escriure una breu historia del Calcul com a
introduccié d'aquest llibre. Ells son un exemple dels molts estudiants de qui tinc un bon record.

Vull donar les gracies a tots els professors i estudiants que m’han fet arribar els seus comentaris sobre
aquest text, fet que ha permeés millorar el llibre en aquesta tercera edicié. Una mencié especial per Monica
Blanco Abellan, Jaume Fabregat Fillet, Marta Ginovart Gisbert, Joel Saa Seoane i Anna Serra Tort, agraint
molt els seus comentaris. Qualsevol comentari al voltant d'aquest llibre sera molt ben rebut.
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Entre la primera i la segona edicié d'aquest llibre hem treballat en el projecte d'innovacié docent EVAM (Eina
Virtual d'Autoaprenentatge de les Matematiques), que podeu trobar a I'adreca http://www.wiris.
net/upc.edu/collection/. Aquest projecte esta estretament relacionat amb els continguts del llibre
“Fonaments de Calcul” i consisteix basicament en la elaboracié de material docent d'autoaprenentatge
utilitzant la xarxa i la tecnologia WIRIS per al desenvolupament d’activitats interactives. L'hem desenvolupat
personal docent i investigador de diversos centres docents de la UPC: Marta Ginovart, Eusebi Jarauta,
Sebastia Xambo i ha estat coordinat per mi mateixa. Una de les principals avantatges del projecte
EVAM és la interactivitat, fet que permet a |'estudiant resoldre en cada moment el problema que esta
tractant. Animem al lector a utilitzar-lo i estem convencuts de que ajudara a entendre els conceptes que
s'introdueixen en aquest llibre.

Per ultim vull agrair a Edicions UPC I"edicié d'aquest llibre i la bona acollida que sempre m’han dedicat.

Moltes gracies a tots.

Barcelona, Maig del 2008 M. Rosa Estela
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Introduccid historica
als inicis del Calcul

Actualment, no hi ha dubte que el Calcul Infinitesimal és una de les invencions més importants en la
historia de les Matematiques. S'atribueix el meérit a Newton (1642-1727) i a Leibniz (1646-1716), pero hi
va haver altres matematics de I'época que van jugar un paper important en el seu desenvolupament. Els
origens del Calcul daten del segle xvii, quan es van plantejar una série de problemes, tots ells relacionats
amb la geometria. Podem agrupar aquests problemes en quatre grans grups. Son els seglients:

1. La determinacié de la velocitat i I'acceleracié d'un cos, coneguda I'expressié de la distancia en funcié
del temps. Apareix en aquest tipus de problema el concepte de “pas al limit” com a superacié del
“quocient incremental”. També es planteja el problema invers: trobar la velocitat i la posicié d'una
particula a partir de I'acceleracié. L'exemple més representatiu d’aquesta classe de problemes és el
d’una massa sotmesa a |'accié de la gravetat.

2. Un altre problema classic de I'época era trobar la tangent d'una corba. Linteres d’aquest problema
no era només matematic, ja que tenia un gran ambit d'aplicacié en la fisica, concretament en I'Optica
(llei de reflexio, refraccid).

3. Trobar el maxim o el minim d’una funcié o corba, és a dir, un problema d’optimitzacié. L'exemple
més paradigmatic és potser el tir parabolic: en el llancament d’un objecte, amb igualtat de velocitats
inicials, quin és I'angle per al qual la distancia horitzontal recorreguda es maxima? Aquest problema
va motivar |'estudi de molts matematics durant el segle xvi.

4. Per ultim, tenim els problemes relacionats amb corbes: trobar la longitud d'una corba, determinar
I'area entre dues corbes, el volum entre dues superficies, el centre de gravetat d'un cos, etc. El gran
treball realitzat per Arquimedes (287-212 a.C.) en aquest ambit de les Matematiques va obrir el cami
per als matematics del segle xvii.

Com hem esmentat molts van ser els que van contribuir sens dubte a I'aparicié del Calcul en I'afany
de resoldre els problemes enumerats: des dels grecs fins a Fermat (1601-1665), Descartes (1596-1650),
Kepler (1571-1630) o Barrow (1630-1677). Perd les figures que van establir les seves bases i van arribar a
generalitzar més els conceptes relacionats van ser Newton i Leibniz.

Newton va partir d'un enfocament fisic, donant resposta als problemes que ell mateix havia observat o
s'havia plantejat. Va introduir el concepte de derivada definint-la com la velocitat d'un mobil que es mou
per una corba f(x,y) =0, on x i y son funcions del temps. Aixi doncs, la velocitat eren les derivades de
X iy respecte al temps, i obtenia també d’aguesta manera la tangent d’una corba. Es va plantejar també
el problema invers, és a dir, trobar la corba y = y(x) a partir del pendent de la corba, i també el calcul de
I'area sota una corba donada per una funcié continua. Pel que fa als problemes de maxims i minims, va
establir que la derivada era nul-la en els extrems.
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Si I'enfocament de Newton era el de la fisica, Leibniz va partir del camp de la filosofia, i a ell se li ha
d'atribuir el meérit de crear un llenguatge formal del Calcul. Un concepte basic en les seves teories tant
matematigues com filosofiques era el d'infinitésim, que tot i que era una idea molt poc precisa, la podriem
definir com una unitat infinitament petita. D’aqui parteix la seva idea de derivada, definint-la com el
guocient entre infinitésims

df(x) _ flx+dx) - f(x)

dx dx ’

on dx és una magnitud infinftament petita. Igual que Newton, tracta els diferents problemes establerts
(tangents, arees sota corbes, etc.) a partir del seu concepte de derivada.

Es interesant adonar-se que tots dos van arribar a resultats molt semblants de forma paral-lela seguint
camins no tan semblants. Les diferéncies entre un i I'altre es fonamenten en la manera d’enfocar la
questio: Newton intentava comprendre la naturalesa i la fisica, mentre que Leibniz perseguia uns objectius
més teorics, orientats cap a la filosofia.

El concepte de derivada de Newton té sentit com a quocient incremental d'una funcié continua, mentre
que per a Leibniz és el quocient d'infinitesimals. El primer resolia els problemes d'arees i volums amb les
derivades de la funci¢ (velocitat de variacio), mentre que I'altre utilitzava sumes d'infinitésims. D’aquesta
manera es pot entendre que la integral de Newton fos indefinida i la de Leibniz definida.

Newton va arribar a solucions per a problemes concrets i practics, mentre que Leibniz va ser capag¢ de
generalitzar més les seves teories. D'aquesta manera, ens van aportar una visidé més clara de la naturalesa
i I'ts d'un llenguatge matematic formal, respectivament. Perd, per sobre de tot, van saber crear a partir
d’'una serie de problemes una eina general per abordar-los tots i que és imprescindible avui dia: el Calcul.

Xavier Gisbert Martin de Hijas
Juan Murcia Delso
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Nocions basiques

Aquest primer capitol és una recopilacié de les nocions i simbols que apareixen en el llenguatge matematic.
Suposem gue aguests simbols o conjunts sén coneguts pels estudiants, perd hem cregut convenient fer-ne
una recopilacio ja que d’ara endavant seran part del nostre llenguatge.

Ja hem comentat a la presentacié historica del calcul que Leibniz esta
considerat un dels inventors del calcul.

Leibniz tenia tant de fildsof com de matematic, i potser per aixo la
seva contribucié més important a la matematica, a part del calcul, va
ser en el camp de la logica. El que més li impressionava del calcul
era el caracter d'universalitat que presentava, i aguesta mateixa idea
fonamental la va aplicar a tots els seus treballs. Leibniz pretenia reduir
totes les coses a un ordre, i aixi, per poder reduir totes les discussions
ldgiques a una forma sistematica, volia desenvolupar una caracteristica
universal que fos com una algebra de la ldgica.

El seu primer treball matematic va consistir en una tesi sobre analisi
combinatoria que es va escriure el 1666, i ja a aquesta edat va tenir les
primeres idees del que podria ser una ldgica formal simbolica. S’haurien
Fig 1.1 Gottfried Wilhelm d’introduir uns simbols universals per a un petit nombre de conceptes
von Leibniz (1646-1716) fonamentals necessaris per al pensament, i a partir d’aquest alfabet
dels pensaments humans, construir les idees construides de la mateixa
manera com es construeixen les féormules en matematiques.

1.1 Llenguatge formal i sinm b o/l o o cr

Italia va prendre una part menys activa en el desenvolupament de |'algebra abstracta que Franca, Alemanya
i Anglaterra, pero al llarg dels ultims anys del segle xix hi va haver matematics italians que es van interessar
profundament per la ldgica matematica. El més conegut de tots ells és Giuseppe Peano (1858-1932). A la
seva obra Formulaire de mathématique (de 1894 endavant) va intentar desenvolupar un llenguatge formal
amb el qual poder expressar no només la logica matematica, sind també totes les branques més importants
de la matematica. El fet que el seu programa interessés molts dels seus col-laboradors i deixebles era degut
basicament al fet que evitava tant les questions com el llenguatge metafisic, i sobretot a la seva encertada i
senzilla eleccié del simbolisme, on hi havia per exemple els simbols € (“pertany a la classe”), U (suma logica
o reunio), N (producte logic o interseccid), D (“conté”), etc., molts dels quals es fan servir actualment.
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1.1.1 Conjunts numeérics

Nom Simbol Definicié o descripcio
Naturals N {0,1,2,3,...}
N~ N—{0}
Enters Z {..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}
Z z—{0}
z {1,2,3,...}
/A {..,—-3,-2,—-1}
Racionals Q {xeR: x={fonabecZ b#0}
Q Q—{0}
Qt {xeQ: x>0}
Reals R Conjunt de nombres racionals i irracionals
R* R—{0}
R* {xeR: x>0}
Irracionals R-Q Nombres tal que la seva representacié deci-

mal no és finita i no es repeteix

Interval tancat [a,b] {xeR: a<x<b}
Interval obert (a,b) {xeR: a<x<b}
Interval semiobert  [a,b) {xeR: a<x<b}
Intervals infinits [a,4) {xeR:x>a}
(—eo,b) {xeR:x<b}
Complexos C R?=RxR

Es probable que en llibres de matematiques trobeu la notacié |a,b| fent referéncia a un interval obert,
equivalent a (a,b), que és la notacié que nosaltres farem servir.

Val a dir que hi hasectorson N ={1,2,3,...}, 2" ={0,1,2,3,...}, Z~ ={...,—-3,-2,—1,0},
Qf={x€Q: x>0},Rt ={xeR: x>0}

1.1.2 Simbols basics

Simbol  Significat Exemple
€ pertinenca a un conjunt acA
¢ no-pertinenca a un conjunt ag¢A
= igualtat A=B
=+ desigualtat a#b
- inclusié de conjunts ACB
- inclusié o igualtat de conjunts ACB
¢ no-inclusio de conjunts A¢ZB
0 conjunt buit A=0
U unié de conjunts AUB
N interseccié de conjunts ANB
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Simbol  Significat Exemple
X producte cartesia AXB
< menor que x<y
< menor o igual que x<y
> major que x>y
> major o igual que x>y
{--+}  conjunt d’elements {a,b}
] tal que acAla>b
— diferéncia de conjunts A—B
¢r(-)  complementari d'un conjunt ¢:(A)=E—A
1.1.3 Quantificadors
Simbol  Significat Exemple
v per a tot Vae A
3 existeix dJaeA
3! existeix i és Unic JlacA
A no existeix AacA
1.1.4 Connectors logics
Simbol  Exemple  Significat
= p=q p implica g
= pP<=q q implica p
= pPEq p es compleix si, i només si, es compleix g
(p implica g i g implica p)
- -p no es compleix p
A PAg es compleix pig
\ pVgq es compleix p o g

1.2 Alfabet elgd=dem

El llenguatge matematic esta molt relacionat amb I'alfabet grec i, com que és habitual que I'estudiant
de batxillerat no identifiqui correctament les lletres amb el seu nom, hem cregut convenient i interessant

recordar-lo.
Lletra Lletra Lletra Lletra

Nom mindscula | majascula Nom mintscula | majuscula
alpha o A eta n H
beta B B theta 0 S
gamma Y r iota 1 I
delta o A kappa K K
&psilon € E lambda | A A
zeta ¢ Z mu, mi u M
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Lletra Lletra
Nom mindscula | majascula
nu, ni Y N
xi S =
omicron 0 0]
pi i IT
rho p P
sigma o) z
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Lletra Lletra
Nom mindscula | majascula
tau T T
ipsilon v Y
phi (0} (o}
chi X X
psi v 4
omega () Q




Meétodes de raonament i demostracioé

Com ja hem comentat al proleg, en aquest llibre basicament hi trobarem definicions, propietats i teoremes
que fan referéncia a temes basics i fonamentals del Calcul. No hi trobarem les demostracions dels teoremes
i propietats, llevat del raonament en algun exemple que ens ha semblat didactic. Es important, pero, que
un estudiant de Calcul tingui clar els diferents métodes de demostracié, entenent que una demostracié és
el procés de deduccié que permet deduir de les definicions, mitjancant regles de deduccié matematica, un
cert teorema, lema, proposicié o corol-lari determinat.

Abans d'exposar els diferents métodes de demostracié, una petita ressenya historica ens permetra situar-los
en el temps.

A finals del segle xix Richard Dedekind (1831-1916), Georg Cantor (1845-1918) i Giuseppe Peano (1858-
1932) van establir els fonaments del sistema dels nombres reals, i aixd es va aconseguir amb |'estudi del
sistema numeric més basic: el sistema dels nombres naturals. El matematic italia Giuseppe Peano va triar
per a la seva fonamentacié de I'aritmeética tres conceptes primitius: zero, nombre (és a dir, nombre natural
0 enter no negatiu), i la relacio binaria és el segtient de, que verifiquen els seglients cinc postulats:

1. Zero és un nombre.

2. Sia és un nombre, aleshores el segiient de a també és un nombre.

3. Zero no és el seglient de cap nombre.

4. Si els segUients de dos nombres sén iguals, aleshores els nombres mateixos son iguals.

5. Siun conjunt de nombres S conté el zero i també el seglient de qualsevol nombre que pertanyi a S,

aleshores tot nombre pertany a S.

Aguesta Ultima condicié és el principi d'induccié completa. Els axiomes de Peano, que van apareixer for-
mulats per primera vegada I'any 1889 a |'obra Arithmetices principia nova methodo exposita, representen
I'intent més notable del segle per reduir I'aritmética usual a I'estricte simbolisme formalitzat. (Peano va
expressar els seus axiomes en simbolisme formal, i no amb paraules de llenguatge corrent, tal com hem
fet nosaltres.)

2.1 Proposicions i implicocion s
Totes les demostracions i raonaments matematics es fonamenten en proposicions. Una proposicio és un
enunciat declaratiu o cadena de simbols intel-ligibles que es pot qualificar com a certa o falsa, i que no pot

ser certa i falsa a la vegada (principi d’exclusi6). Una tautologia és una proposicié que sempre és certa,
per exemple “1 = 1". Una contradiccié és una proposicié que sempre és falsa, per exemple "0 =1".
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Perqué una proposicio sigui totalment clara és necessari que se n’hagi establert el context adient i s’hagi
definit correctament el significat dels signes.

Diem que dues proposicions p i g sén equivalents si p és certa estrictament quan ¢ és certa (per tant p
és falsa estrictament si ¢ és falsa). En aquest cas la notacio utilitzada és: p =gq.

Si p és una proposicio, aleshores la seva negacio és la proposicié “no p” que és certa quan p és falsa i és
falsa quan p és certa. Notacié: —p.

Si p i g sén proposicions, aleshores la seva conjuncio és la proposicié “pig”, que és certa quan p i g sén
certes alhora i és falsa en la resta de casos. Notacié: p Ag.

Aixi mateix, la disjuncié de p i g és la proposicid “p o g", que és certa si com a minim una de les
proposicions p i g és certa, i és falsa quan ambdues sén falses. Notacié: pV g.

Les lleis de De Morgan relacionen la negacio, conjuncié i disjuncio:
~(pAg)=(=p)V(=q)

~(pVaq) = (-p)A(=q)
Una manera molt important de formar una nova proposicié a partir de proposicions donades és la impli-
cacio que s'escriu p = ¢,"si p aleshores ¢” o “p implica ¢”. En aquest cas, p és la hipotesi i g és la
conclusié de la implicacio.
La implicacié p = g és equivalent a la implicacié

que rep el nom de contrareciproc de la implicacié p = g¢.

Sitenim una implicacié p = g, llavors també es pot formar la proposicié ¢ = p, que rep el nom de reciproc
de p = g. Observem que el contrareciproc és un equivalent logic de la implicacié, pero el reciproc no ho és.

La doble implicacié (o bicondicional) s'escriu com “p < g” o “p siinomés si g" i es defineix com
(p=q9)\(p<=q)

Observem que I'equivaléncia p <> g és certa quan les proposicions p i g sén ambdues certes o0 ambdues
falses.

2.2 Demostracions per coniruexemple L

Per demostrar que és fals que tot element x d'un conjunt donat A té una certa propietat, és a dir, per
demostrar que un enunciat del tipus

(Vx€A) = p(x)

és fals, només cal presentar-ne un contraexemple (és a dir, un element particular x, del conjunt que no
tingui aquesta propietat).

(Fxo €A) | =p(x0)
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Exemple 2.2.1 Demostreu que la composicid de funcions no és commutativa, és a dir, és fals que

gof=/fog

Demostracié. Considerem f: R — R definida per f(x) = x* i g: R — R definida per g(x) = cosx.
Aleshores,
(g0.f)(x) = g(f(x)) = g(x?) = cosx’
(fog)(x) = f(g(x)) = f(cosx) = (cosx)*
Com que hem trobat f i g particulars tals que
gof#fog
podem dir que en general no és cert que go f = fog g.e.d.

Observacié: “q.e.d” es refereix a quod erat demostrandum, expressié en llati que vol dir: “el que voliem
demostrar” i s'acostuma a escriure quan una demostracié ha finalitzat.

2.3 Deem ot a1CionNs cliire C1 e S 1m——————————————

Siguin p i g proposicions. La demostracié directa de p = g requereix la construccié d'una cadena de
proposicions ry,r,, -« -, 1, tal que

p:>rl7r1:>r27“'7rn:>q

Exemple 2.3.1 Siaib son dos nombres reals positius aleshores la seva mitjana aritmética és major o igual
que la seva mitjana geometrica, és a dir,

\/ES a—;—b

Demostracié. Sia,b>0=-Ja;,b; eRtalsquea=alib=>b}
Per tant:

0<(a,—b)=a*+b*—2a,b, =a+b—2Vab=2Vab<a+b
1 1

b
=Vab < % g.e.d.

2.4 Demostracions indirectes

Existeixen basicament dos tipus de demostracions indirectes: les demostracions pel contrareciproc i
les demostracions per contradiccié o reduccié a I'absurd. Ambdues s’inicien amb la hipotesi que la
conclusié g és falsa.
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Aquest tipus de demostracions sén molt habituals, per exemple, en cas d'haver de demostrar la unicitat
d'algun concepte.
2.4.1 Demostracions pel contrareciproc

En lloc de demostrar p = g, es pot provar =g = —p. Aquest tipus de demostracié és convenient quan hi
trobem el quantificador universal.

Exemple 2.4.1 Siguia > 0 un nombre real. SiVe >0, 0 < a < g, aleshores a = 0.

Demostracio. Si a # 0, llavors com que a > 0 hem de tenir a > 0.
Escollim €y = %a, llavors tenim €y > 0 i €y < a, d’on deduim que la hipotesi 0 < a < & Ve > 0 és falsa.
g.e.d.

Exemple 2.4.2 Si m,n sén nombres naturals tals que m+n > 10, aleshoresm >5on > 5.

Demostracio. Si la conclusié és falsa, llavors es compleix m < 5 in < 5 (llei de De Morgan). Al sumar
desigualtats, obtenim m+n < 545 = 10, per tant la hipotesi és falsa. Aixi doncs, m+n > 10sim > 5
on>5. g.ed.

2.4.2 Demostracions per reduccié a I'absurd

Per demostrar p = g el métode de reduccié a I'absurd consisteix a suposar com a certa =g (és a dir, suposar
que g és falsa) i raonar logicament fins a arribar a una contradiccié amb la hipotesi p. Quan passa aixo es

diu que la contradiccié prové de suposar que la tesi era falsa (o que I'absurd ha estat aquesta suposicio).

Exemple 2.4.3 /2 és un nombre irracional.

Demostracio. Suposem que /2 és un nombre racional. Aleshores v/2 = P on p i g sén enters primers
q

relatius.
Per tant,
2q° = p* = p* parell = p parell (multiple de 2)
Aixi doncs, p =2k , k€ Z.
24> = p* = 2¢* = 4k* = ¢* = 2k* = g parell (multiple de 2)
Per tant, p i g no sén primers relatius. Contradiccio.

Aixi doncs, /2 no pot ser un nombre racional i com que és un real, ha de ser irracional. g.e.d.
2.5 Demostracio P e N U CCi O
El métode de demostracio per induccié és molt util en cas de voler demostrar qualsevol férmula que es

compleixi per a tots els nombres naturals. La propietat més fonamental de N és el principi d'induccié, que

s 74 Fonaments de cdlcul



veurem tot seguit.

Per demostrar que una proposicio p(n) és certa per a qualsevol nombre natural (Vr € N), existeix el principi
d’induccié que diu:

1. Si p(1) és cert
2. Sipern=k p(k) certa (hipotesi d'induccio)= p(k-+ 1) certa

aleshores p(n) és certa Vn € N.

Exemple 2.5.1 Demostreu que

n(n+1)

1424+--+n= VneN, n>1
Demostracio.
1+1
1. Sin=1, es compleix 1 = ( 2+ ):1
2. Suposem que es compleix
(n—Dn
I4+24+--+(n—1)= — (hipotesi d'induccié per k=n-1)
i volem veure que
1
1424 4+n = n(n+ )
2
—1
I+2+-+n=1+2+-+(n—1)+n= (n 5 )n+n:
_ (n=Dn+2n n*—n+2n  n’+n_ n(n+1) ed
- 2 B T T

Les demostracions per induccié estan molt relacionades amb les definicions recursives i com un exemple
de definicié recursiva podem considerar la definicié de a" com

a'=a

an+1 =ad-a

2.6 Igualtat entire €oNjUIN S |
Si volem demostrar que dos conjunts A i B son iguals, s'acostuma a utilitzar el metode de la doble inclusié.
A=B< [ACBiBCA|

Recordem queACB< [(Vx€A)=x€B]
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Exemple 2.6.1 Demostreu que

AU(BNA)=A (Llei de simplificacio)

Demostracio.
C) Volem veure que AU (BNA) CA

xeA
SixcAU(BNA)=4( © =x€A
x€EBNA=x€eBixceA

per tant, AU(BNA) C A.
D) Volem veure que AU (BNA) D A
Sixc A=x€AU(BNA) per tant,

ACAU(BNA) g.e.d.

2.7 Igualtat de U N oINS 1
Per demostrar que dues funcions f: A — B i g:C — D son iguals, hem de provar que:

1.A=CiB=D
2. (VxeA) fx)=g)
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Factors i desenvolupaments.
Binomi de Newton

L'epitafi de Newton, a I’Abadia de Westminster, a Londres, és la férmula
que expressa el binomi a+ b elevat a la poténcia m. La gloria més gran
de Newton va ser obtenir, sobre la seva tomba, una formula algebraica.

Chafi Haddad

Fig 3.1 Isaac Newton (1642-1727)

3.1 Productes i fa1ctors not o | e

Quadrat d’'una suma: (x+y)?=x*+2xy+)*

Quadrat d'una diferéncia:  (x —y)? = x* — 2xy +y*

Cub d'una suma: (x+y) =x+3%y+3x° +)°
Cub d'una diferéncia: (x—y)} =x—3x%y+3x° —»*
Suma per diferencia: (x+y)(x—y)=x*—»
Diferéncia de cubs: ¥ =y =x—y)(F+xy+)y?)
Suma de cubs: X4y =(x+y)(x*—xy+y?)
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Exercici 3.1.1 Trobeu I'error del raonament seglient, suposant que x =y

X = xy
Py = xy—y?
(x+y)x—y) = y(x—y)

xXt+y=y
2y =y
2=1

3.2 Binomi de Newton i coeficients binomic] s

Definicié 3.2.1 (Factorial) Sin € N, n > 1, definim el factorial de n com a
n'=nn—-1)(n—-2)---3-2-1
El factorial per a n = 0 per conveni s’escriu
0ol=1
i aixdo permet que moltes expressions tinguin una formulaciéd més senzilla.

Definicié 3.2.2 (Binomi de Newton) Si n € N, llavors

(x+yY:=<g)xﬂ+<?>f’5w+<g>f169+.“4-<nil>xwP+<Z)y

on els coeficients, que s’'anomenen coeficients binomials es defineixen com a

n\ nn—-1)(n—-2)---(n—k+1)  n! Sk>0
= essent NZKZ
<) k! kl(n—k)! k0, k+n

Observem que alguns dels resultats de I'apartat 3.1 sén casos particulars del binomi de Newton.

El desenvolupament de la formula del binomi es pot utilitzar per a altres valors de n (enters i racionals), i
aleshores apareixen les séries infinites.

Propietat 3.2.1 (Propietats dels coeficients binomials)
n n
1. = =1
(6)- ()
2 n - n
"\k)  \n—k
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Fig 3.2 Triangle de Pascal

gue, tenint en compte la definicié dels coeficients binomials, es pot escriure com:

1 Observem que cada nombre, llevat dels que trobem
1 1 als costats del triangle (que tenen valor 1), és la
1 2 1 suma dels dos nombre que té just al damunt.

1 4 6 4 1 La primera vegada en la historia de les matematiques

1 5 10 10 5 1 gue apareix el triangle aritmetic és al segle xii en les

obres del matematic xinés Yang Hui. Més enda-

vant apareix publicat a Mirall precids dels Quatre

Fig 3.3 Triangle de Pascal Elements de Chu Shih-Chieh (matematic xinés de
finals del segle xi, principis del segle xiv).

El Mirall Precios (escrit al 1303) comenca amb un diagrama del triangle aritmétic. En aquest diagrama
apareixen els coeficients dels diferents desenvolupaments binomials fins a la vuitena poténcia. Sembla que
aquest teorema també el coneixia Omar Khayyam (s. xi) perd I'obra arab més antiga que I'inclou data del
segle xv i esta escrita per Al-Kashi. Alguns historiadors diuen que es tracta de descobriments independents
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pergue les comunicacions entre Xina i Arabia no eren gaire intenses, encara que existia la ruta de la seda
que connectava Xina amb Pérsia, i la informacié cientifica s'hi podria haver infiltrat.

”M

wmo zvolgcgrunorc
i | overwoeyfimg aller Rauffinanf Rech-
g inung in Oteyen Biickern/mie fchonen Re
i geln vnﬁ'agﬁud’cn Begriffest . Sunders
{ lich voas forcl vand Beliznmquz in der
|| Yclfché Practicavii Tolletn geBraucke
/| yendE/ es gleychen fiirmalf wider in
Ny | Tetinfcher noch in Welfdher (prach nic
. geveiicPe, durch Petrnm Apiani
R Poit Levinick/d Aftronomer
30 Jngolﬁac Ordings jes
% i/ verfortiger, £

PRI A o e

Fig. 3.4 El triangle de Pascal tal com apareix al Ssu Yuan Yii Fig. 3.5 Portada de I'Aritmética de Peter Apian
Chien de Chu Shih-Chieh, de I'any 1303

Al Rechnung de Peter Apian (1527) apareix imprés a la portada el triangle aritmétic, gairebé un segle
abans del naixement de Pascal. A I'Aritmética integra (1544) de Michael Stifel també s’inclou el triangle
aritmetic, i és important basicament per a I’estudi dels nombres negatius, les arrels i les poténcies.

Al General Tratatto, escrit a mitjans del s. xvi per Tartaglia (sobrenom de Niccolo Fontana), apareixen les
dotze primeres poténcies dels nombres combinatoris (i és per aixd que aquest triangle també s'anomena
triangle de Tartaglia).

Blaise Pascal (al 1654) va estudiar moltes propietats d'aquest triangle i va relacionar I'estudi de les pro-
babilitats amb el triangle aritmeétic. Des de llavors, aquesta distribucié triangular s'anomena triangle de
Pascal.

| com és que al desenvolupament

n__ n n n n—1 n n—2172 n n—1 n n
(a+Db) —(O)a —i—(l)a b+(2)a b—i—...—i—(n_l)ab —i—(n)b

se |'anomena binomi de Newton?
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Newton, en dues cartes a Henry Oldenborg (1615-1677), secretari de la Royal Society, va generalitzar
aguest desenvolupament a exponents fraccionaris. Al Tractat del triangle aritmétic de Pascal es veu que
Pascal ho coneixia i ho aplicava (només per a exponents positius), perd és probable que tal com diu Carl B.
Boyer a la referéncia [9], com que Pascal no coneixia la notacié exponencial introduida per Descartes, no
va poder formalitzar la generalitzacio a exponents fraccionaris.

Per obtenir el teorema binomial, Newton no va procedir directament a partir del triangle de Pascal, siné
d'una manera indirecta a partir d'un problema de quadratures.
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Geometria cartesiana

La geometria analitica (també anomenada cartesiana) és la branca de la geometria que relaciona posicions
amb representacions numeriques, anomenades coordenades. Va neixer a la primera meitat del s. xwi
i va establir una relaci¢ entre les corbes del pla i les equacions algebraiques amb dues incognites. A
principis del 1600, un grup de matematics van veure la idea de la geometria analitica, pero van ser dos,
en particular, els que van veure la possibilitat de crear una nova branca de la matematica: René Descartes
(1596-1650) i Pierre Fermat (1601-1665). El filosof frances, René Descartes, esta considerat el principal
creador de la geometria analitica i d’aqui el nom de geometria cartesiana. El més famos dels seus tractats
és el Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences de 1637 i
a I'dltima part d'aquest treball, titulada La géométrie, exposa i déna a coneixer als seus contemporanis la
geometria analitica. Els dos conceptes fonamentals de Descartes son el concepte de les coordenades i el
de representar en forma de corba plana qualsevol equacié algebraica amb dues incognites, fent servir el
métode de les coordenades.

L'obra de Fermat Ad loces planos et solidos isagoge no es va publicar en vida de I'autor i aix0 va afavorir la
impressié general que la geometria analitica havia estat invencid Unicament de Descartes. L'exposicié de
Fermat era més sistematica i didactica que la de Descartes i com a curiositat cal comentar que considerava,
tal com es fa actualment, I'eix d'ordenades perpendicular a I'eix d'abcisses.

Tant Fermat com Descartes es van adonar de la possibilitat d’'una geometria analitica de més de dues
dimensions, perd quan es va desenvolupar la geometria analitica a |'espai va ser a la primera meitat del s.
xviil gracies a Laguerre i Clairaut.

4.1 Sistema de coordenades Unidim e si o o mmm—————————————————————————————————————————————————

Els nombres reals es representen com a punts d'un
; ; R sistema de coordenades unidimensional, que s'ano-
0 1 mena recta real.

Com que (R,+,) és un cos commutatiu totalment
Fig. 4.1 ordenat, existeixen |'element neutre respecte a I'o-
peracié suma (el nombre 0) i I'element neutre res-
pecte a |'operacio producte (el nombre 1).

Si a la recta escollim arbitrariament la posicié del nombre 0 i la del nombre 1 ja tenim una referéncia per
determinar la posicié de qualsevol altre punt x € R.
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Definicié 4.1.1 Definim la funcié valor absolut || : R — R* com a

X si x>0
x| = —x si x<0

Propietat 4.1.1 (Distancia entre dos punts de la recta real)
La distancia entre dos punts x; i x, de la recta és

X2 — x| = [x; — X,

Propietat 4.1.2 (Propietats de la funcio valor absolut)
Per a qualsevol x,y € R es compleixen les seglients propietats:

1. x|=0<x=0 5 ’E‘—Msiy#O
vl bl
2. | =x|= x|
6. |x+y| <|x|+ |y| (desigualtat triangular)
3 =yl =ly—x
7. =yl < =l
4. |yl = [xlly|

8 |[lx| =yl < [x—yl
Exemple 4.1.1 Demostreu que sia € R, aleshores Vx € R es compleix:
a) x| <ae —a<x<a b) |x| >a< [x<—aobé x>d]
En aquest exercici demostrarem unes propietats molt importants de la funcié valor absolut utilitzant la
definici6 d'aquesta funci¢ i la propietat —|x| < x < |x| Vx € R. Recordem que per demostrar una doble

implicacio el que se sol fer és demostrar separadament cada una de les dues implicacions.

a) Primer de tot demostrem la implicacié en aquest sentit (=).
Suposem que es compleix |x| < a i volem veure que —a < x < a.
Com que |x| < a si multipliquem per -1 obtenim —|x| > —a.
D’aquestes desigualtats i de la propietat —|x| < x < |x| es dedueix la segiient cadena de desigualtats

—a< —|x|<x<|x[<a

per tant, —a < x < a com voliem veure.
Demostrem ara la implicacié en sentit contrari (<=).

Suposem que —a < x < a i volem veure |x| < a.

Per definicié de la funcié valor absolut,

six >0 aleshores |x|=x<a
six <0 aleshores |x| =—x<a (perqué x> —a)

i aixo és el que voliem.
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b) Primer de tot demostrem la implicacié en aquest sentit (=).
Suposem que es compleix |x| > a i volem veure que x < —a o bé x > a.
Per definici6 de la funcio valor absolut,

six >0 aleshores |x|=x>a
six <0 aleshores |x| =—x>a=x< —a

per tant,
x<-—a obé x>a VxeR

Demostrem ara la implicacié en sentit contrari (<).
Suposem que Vx € R x < —a obé x>a.

six >0 aleshores |x| =x>a
six <0 aleshores |x| =—x>a

Tenim, doncs, el que voliem.

Exemple 4.1.2 Trobeu el conjunt dels nombres reals que compleixen:

a) {xeR:|2x+7| >3}
b) {xeR:|[x+1|+[x+2| <2}
o {xeR:[¥*-2| < x|}

Es tracta de trobar els nombres reals que pertanyen a aquests conjunts tenint en compte I’'exemple 4.1.1.
a)

2x+7| >3 [2x+7>302x+7 < 3]
per tant, s'ha de complir una de les dues desigualtats.
2x+7>3 & x> —-45x> -2
2x+7< -3 & 2x<-10&x< =5
per tant,
{xeR:[2x+7| >3} = (—o0,—=5] U [-2,+00)

b) En aquest exercici tenim la suma de dos valors absoluts. Per poder treballar més comodament,
treurem el valor absolut de x + 1 aplicant la definici.

Six+1>0<x>—1
X+ 1+ x+2[ <2 x+14+x+2[ <2< x+2[ <1 —x
gue aplicant I'exercici anterior equival a

x—1<x+2<1l—x
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per tant, estudiarem les dues desigualtats separadament i considerarem la interseccié dels resultats
corresponents.

1
x+2<1l—x & 2x<—1<:>x<—§

x—1<x+2 & —1<2 (cert)

{xeR:|x+2|<1—x}= ([_1,+°°) n (_w’_%>) _ {_17_%>

Six+1<0&x< -1

Per tant,

x+1]+x+2) <2 —x—1+x+2|<2& |x+2|<3+x
que aplicant I'exemple 4.1.1 equival a
3-x<x+2<34+x

per tant, estudiarem les dues desigualtats separadament i considerarem la interseccié dels resultats
corresponents.

X+2<3+x & 2<3 (cert)
5
—3—x<x+2 @—5<2x<:}—§ <x

Per tant,

Aixi doncs,

1 5 5 1
R:lx+1|+x+2| <2} |[—-1,—= 1) =(-=Z.—=
freR: et 1+ b+2) <2} [ ’ 2) - < 2’ > ( 2’ 2)

) Tal com teniem a I'apartat b) d'aquest exercici, en aquesta desigualtat apareixen dos valors absoluts.
Treurem el valor absolut de x aplicant la definicio.

Six>0
¥ —2] <x
que, aplicant I'exercici anterior, equival a
—x<x—-2<x

per tant, estudiarem les dues desigualtats separadament i considerarem la interseccio dels resultats
corresponents.
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—x<X* =2 & X+x—2>0& (—o0,—2) U (1,+0)
F¥-2<x &xX—x-2<0& (—1,2)
Per tant,
{xeR: ¥ =2|<x}=((=,-2) U (I,+)) N (-=1,2) = (1,2)
Six<0
¥ —2| < x| & | —2| < —x
que, aplicant I'exemple 4.1.1, equival a
x<x'—2< —x

per tant, estudiarem les dues desigualtats separadament i considerarem la interseccié dels resultats
corresponents.

X< =26 X —x-2>0& (—oo,—1) U (2,+)
F-2<—x &xX+x-2<0&(-2,1)
Per tant,
{xeR:|x¥*=2| < —x} =((=o0,—1) U (2,+)) N (=2,1) = (=2,-1)
Aixi doncs,

{xeR:|x¥*-2|< x|} =(-2,-1) U (1,2)

4.2 Geometria analitica pluna L

En un sistema de coordenades cartesianes del pla,

y cada punt ve donat per les seves coordenades (x, y).
eix La primera coordenada s"'anomena abscissa del punt
d'ordenades i la segona, ordenada del punt.
yl--—-—--- — ()C,y)
[
[
[
[
[
[
[
[
[
|
X

X
eix d'abscisses

Fig. 4.2
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\ Propietat 4.2.1 (Distancia entre dos punts del pla)
y La distancia d entre els punts
Pr=(xi,y1) i Py=(x2,)
Y2
del pla ve donada per la formula
Y2— 0
d=+/(n—x1)*+(2—n)’
Y1 que resulta d'aplicar el teorema de Pitagores que
recordarem en el teorema 6.1.1.
X
Fig. 4.3

4.2.1 Rectes en el pla

Definicié 4.2.1 (Recta) Donat un punt P del pla i un vector v no nul, es defineix la recta que passa per P
i té la direccio del vector vV com al conjunt de punts tals que el vector PX = AV amb A € R.

Fig. 4.4 Fig. 4.5

L'equacio de la recta també es defineix per dos punts de la mateixa recta. Si els punts (x;,y1) i (x2,y2)
pertanyen a una recta r, direm que el punt (x,y) pertany a la recta si

X— X _ y—W
X2 — X Y2—V

Definicié 4.2.2 (Pendent d’una recta) Una recta no vertical que conté els punts diferents P = (xy,y) i
Q = (x2,y,) té pendent m, essent

2=
m=—-—
X2 — X
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Propietat 4.2.2 (Diferents formes d’expressar I'equacio d’una recta)
1. Equacioé general o forma cartesiana.
Ax+By+C=0 essent A,B,C€R | (A,B)+# (0,0)

Observacio: (B,—A) (o bé (—B,A)) és el vector director de la recta i =* és el pendent de la recta.
2. Equacio explicita.
y=mx+n onmés el pendentin és 'ordenada a I'origen.

3. Equacio vectorial.
Si la recta passa pels punts P = (x1,y1) i Q = (x2,y)

(,y) = (x1,31) + Alx2 = x1,52 = 1)
Si la recta passa per P = (xy,y1) i té vector director v = (vy,v,)
(x,¥) = (x1,51) + A(vi,12)

4. Equacioé paramétrica.
Sila recta passa per P = (xy,y1) i té vector director v = (vy,v,)

{ X =x; + Ay
y=yi+An,
5. Equacio continua.
- . . X—x —
Eliminant A a I'apartat anterior, deduim L_YTh
Vi Va

Propietat 4.2.3 (Rectes paral-leles i perpendiculars) Si ry i r, son dues rectes no verticals amb pendents
my [ my, aleshores

. ) , 1
1 i ¥ SOn paral-leles <= m; = m, [y i 1, son perpendiculars <= mym, = —1 <m1 = ——>
ny

Es a dir, dues rectes son paral-leles, si i només si, tenen el mateix pendent i sén perpendiculars, si i només
si, els seus pendents son inversos i oposats.

r
r r

r

n; =m,

Fig. 4.6

Geometria cartesiana 39 m——



Observacié: Si tenim una recta donada en la forma cartesiana Ax+ By + C = 0, el vector (A,B) és el
vector perpendicular al vector director de la recta.

Propietat 4.2.4 (Interpretacio geométrica d’un sistema d’equacions lineal) Un sistema de dues equacions
lineals amb dues incognites correspon geomeétricament a considerar dues rectes del pla. Com que les
solucions d’un sistema son aquelles que satistan simultaniament totes les equacions, resoldre el sistema
consisteix geomeétricament a trobar tots els punts d’interseccio de les rectes. Aixi, doncs, I'estudi dels punts
de tall de dues rectes del pla és el del sistema

Ax+By=C
Ax+By=C

. AB\.., (A BC
SlM:(A/ B/)/M—<A/ B/ C/)

rang M =2 =- sistema compatible amb solucio unica = les rectes es tallen en un unic punt.

:Zzg %/::12 } = sistema incompatible = rectes paral-leles i diferents.
:ZZ? %/::11 } = hi ha infinites solucions = rectes coincidents.

4.3 Rectes i pluns a I’espui L

4.3.1 Rectes a R?

L'equaci6 de la recta que passa pel punt (xo,yo,20) i té vector director (vy,v,,v3) €s pot expressar com a:

1. Equacio vectorial
(x,5,2) = (X0,Y0,20) + A(V1,v2,V3)

2. Equacié parametrica

x:xo+7\.v1
y=Yo+Av
72=20+MAv3

3. Equacié continua

0 .
- — (SI Vi,V2,V3 #0)
Vi 1% V3

Si ens demanen I'equacié d'una recta que passa per dos punts P = (x1,y1,z1) i Q = (x2,¥2,22), €s pot
expressar com a

(x,y,2) = (x1,1,21) + Mx2 —x1,¥2 —¥1,20 — 21)
o bé

X =X ‘l‘?L(Xz—Xl)
y=y+Ay2—y)
z=z+Mzn—2z1)
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o bé

X—X - y—wn o i—2
Xy — X1 2= L—q

Recordem que dues rectes del pla gue no sén paral-leles es tallen. A I'espai aixd no és cert. Hi ha rectes
amb diferents vectors directors que no es tallen, en aquest cas direm que es creuen. Per tant, dues rectes
a I'espai poden ser secants (és a dir tallar-se), ser paral-leles o bé poden creuar-se.

4.3.2 Plans a R’

L'equacio d'un pla ve determinada per tres punts del
pla o bé per un punt del pla i dos vectors directors.

Tot pla també queda determinat per un dels seus
punts i un vector ortogonal a qualsevol vector del
pla. Aquest vector s'anomena normal del pla.

L'equaci6 del pla que passa pel punt P = (xo, o, 20)
i té vectors directors ii = (uy,uy,u3) i V= (vi,v2,v3)
es pot expressar en I'equacié vectorial de pla

Fig. 4.7
(x,3,2) = (X0,¥0,20) + Muy, ua,uz) +u(vi,v2,v3) essent A,ueR
També es pot expressar el pla amb les equacions parameétriques

X:)Co‘f‘;\.l/ll + uv,
Y = Yo+ Ay +uv,
7 =20+ Az +uv;

O com a

X—Xo U Vi
y—=yo U va | =0
Z—20 us V3

D’aquesta Ultima expressio es dedueix I'equacioé cartesiana del pla
Ax+By+Cz+D=0

Donada I'equacié general o cartesiana d'un pla
Ax+By+Cz+D=0

SiA =0 = pla paral-lel a I'eix x
Si B =0 = plaparal-lel al'eix y
SiC =0 = pla paral-lel a I'eix z
SiA =B =0 = plaparal-lel al pla xy

Si D =0 = el pla passa per |'origen de coordenades
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Fig. 4.8 Fig. 4.9

Hi ha també altres formes de determinar un pla; per exemple, un pla queda determinat per una recta i un
punt exterior a ella.

Si r és una recta i P un punt que no pertany a r, aleshores existeix un i només un pla que passa pel punt
P i conté la recta.

Exemple 4.3.1 Trobeu I'equacié del pla determinat per r i P essent r la recta d’equacio

i P el punt (0,0,1).

Un manera de resoldre el problema és buscar dos punts de la recta, per exemple (1,0,1) i (3,3,5)
(considerant y = 0 i y = 3, respectivament). Aleshores, el pla que busquem és el pla que passa pels punts
(0,0,1), (1,0,1) i (3,3,5) que té per equacio

4y—3z+3=0

Un pla també esta determinat per dues rectes que es tallen.

Sirir son dues rectes que es tallen en un punt P, aleshores existeix un tnic pla que conté les dues rectes.

4.4 Relacions d’incidéncia a I'espai

4.4.1 Posicions relatives de dos plans

Definicié 4.4.1 (Plans paral-lels) Dos plans m i T
s’anomenen paral-lels si son iquals o bé si no tenen
cap punt en comd.

T Propietat 4.4.1 Considerem dos plans m i ' d’e-

/ quacions
i
n: Ax+By+Cz+D=0

Fig. 4.10 n: Ax+By+Cz+D =0

Els dos plans tenen algun punt en comd, si i només si, el sistema format per les seves equacions és
compatible.
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SiM i M' sén les matrius dels coeficients del sistema i la matriu ampliada, respectivament

A B C / A B
M={ 4 p ¢ M={ 4 p

Aleshores,

CcC D
c D

Tt i T es tallen en una recta si
rang(M) = rang(M') =2

(vegeu figura 4.11)

T i T son coincidents si
rang(M) = rang(M') =1
T i T sén paral-lels no coincidents si

rang(M) =1 i rang(M')=2

Fig. 4.11 (Observem que dos plans mai poden tallar-se en un

Unic punt.)

Si cap dels coeficients és zero, la condicio

A B CN_,
rang A/ B/ C/ -

es pot escriure com a

A B C
Al - B - C
per tant,
. o A B C D
T it son coincidents si — = — = — = —
A/ B/ C/ Dl
A B C D
T i W son paral-lels no coincidents si — = — = — # —
I P Incl IA' B0 #* o

Exemple 4.4.1 Estudieu la posicio relativa dels plans @ i @' d’equacié

n: 3x+2y—6z—7=0
m:4x—y+z+2=0
Com que
3 2 -6
rang<4 1 >:2

els plans i 1’ es tallen en una recta.
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4.4.2 Feix de plans

//\

Fig. 4.12

4.4.3 Posicions relatives de recta i pla

Definicié 4.4.2 (Feix de plans) Donada una recta r,
es defineix feix de plans d‘aresta r com el conjunt
de plans que contenen la recta r.

Propietat 4.4.2 Donada I'equacié d’una recta com
la interseccio de dos plans

Ax+By+Cz+D=0
Ax+By+Cz+D =0

aleshores,
MAx+By+Cz+D)+u(A'x+By+Cz+D')=0

defineix el feix de plans que passen per la recta.

Definici6 4.4.3 (Recta paral-lela a un pla) Donades una recta r i un pla Tt a I'espai, direm que r és paral-lela
a T si r esta continguda a T o bé r i T no tenen punts en comd.

S~

Fig. 4.13

Propietat 4.4.3 Sila recta r ve donada com la interseccio de dos plans

[ Ax+By+Cz+D=0
" A'x+By+Cz4+D =0

i I'equacio del pla és A"x+B"y+C"z4+D" =0

Aleshores, considerem les matrius

A B C A B C D
M — A/ B/ Cl l' M/ — A/ BI C/ D/
A// BII C// A// B// CII D//

Sirang(M) = rang(M') =3, la recta r i el pla T es tallen en un punt.

Sirang(M) =2 irang(M') =3, la recta r i el pla T son paral-lels.
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I' P
o
/ | "
Fig. 4.14 Fig. 4.15
Si rang(M) = rang(M") = 2, aleshores ® pertany
al feix de plans d’aresta r i, per tant, el pla Tt conté
4\ la recta .
" Exemple 4.4.2 Estudieu la posicio relativa de la
recta r d’equacio
. 2x+y+z=1
o x—y+2z=3
//\ iel plawdequacio x—y—+3z=5.
Fig. 4.16 Com que
2 1 1
rang| 1 -1 2 | =3
1 -1 3
2 1 11
rang| 1 -1 2 3 | =3
1 -1 3 5

la recta r i el pla 7 es tallen en un punt. Es el punt (—%,

%,2) gue hem obtingut resolent el sistema
d’'equacions determinat per la recta i el pla.

4.4.4 Posicions relatives de dues rectes

Si ri 7 son dues rectes a |'espai, aquestes rectes poden tenir les seglients posicions relatives:

~

1. Tallar-se si tenen un Unic punt en comu.

Fig. 4.17
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2. Ser paral-leles si sén iguals o bé no tenen punts
en comu i estan situades en un mateix pla. Sisén
r iguals, es diu que sén coincidents.
r/
P
Fig. 4.18
3. Creuar-se si no tenen punts en comu i no hi ha
cap pla que les contingui.
/
r,\
Fig. 4.19

4.5 L'espai euclidia

4.5.1 Producte escalar

Definicié 4.5.1 (Modul d’un vector) El modul del vector V = (vy,va,v3), 0 la seva longitud, és

Wl = /vi+vi+23

Definicié 4.5.2 (Producte escalar) Donats dos vectors ii = (uy,ua,u3) iV = (vy,v,,v3), e producte escalar
dels dos vectors és el nombre real ii -V definit com a

u-v= UV + Uyvy + uszvs

Definicié 4.5.3 (Espai euclidia) Direm que un espai és euclidia si hi ha definit un producte escalar. De la
definicié anterior deduim que R* és un espai euclidia. R" és un espai euclidia.

Propietat 4.5.1 (Propietats del producte escalar) Si ii, v i w son dos vectors de R? o R* i A € R, aleshores
es compleix

1v-v=|?

2.%.0=0

3 6V=7-0

4. Mii-¥) = (M) -5 = ii- (AV)
5. G- (FAW0) =i V+ii W
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Definicié 4.5.4 (Definici¢ alternativa del producte escalar)

i -V = ||il] - ||[V]| cos ot

on o és I'angle entre els dos vectors (0 < oe < ).

Propietat 4.5.2 (Angle de dos vectors) Si o és ['an-
gle de dos vectors i i V diferents de zero, aleshores,

<y

CcosOL = iy
[EIRIET

v

Propietat 4.5.3 (Vectors ortogonals) Donats dos vec-
tors U i V diferents de zero, sén ortogonals, si i
nomes si,

<!

Fig. 4.20

- —

u-v=_0

4.5.2 Producte vectorial

La definicié de producte vectorial només té sentit a R?, es tracta d'una operaci6 interna que té moltes
utilitats en fisica i matematiques, per exemple en la resolucié de problemes metrics. Considerem la base
canonica i, j, k.

Definicié 4.5.5 (Producte vectorial) Donats dos vectors de R? ii = (uy,uy,u3) i V= (vy,va,v3), €l producte
vectorial dels dos vectors es defineix com a

UXV=(upvs —usvy)i+ (usvy —uyvs)j+ (uyvy — upvy )k

que també es pot escriure com a

i j k
UXV=| U u, Uu;
Vi V2 V3

per tal de recordar la definicio. Observem que aquest determinant no té sentit perqué els seus elements
s6n a la vegada nombres reals i vectors. Entenem, doncs, que es tracta d’una notacio.

Propietat 4.5.4 (Propietats del producte vectorial) Si i, v sén vectors de R* i A i u € R, aleshores,

Propietat 4.5.5 (Propietat geomeétrica del producte vectorial) Si i i V sén dos vectors de R no nuls i no
paral-lels, aleshores el vector ii X V és perpendiculara iiia V.

Propietat 4.5.6 (Equacio del pla perpendicular a un vector) L'equacio del pla perpendicular al vector
(a,b,c) no nul que passa pel punt (xo,Yo,20) €S
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(a,b,c) Y—Yo -

(a,b,c)
=a(x—xy)+b(y—yo)+c(z—2) =0

Observem que obtenim I'equacié a base d'imposar
la perpendicularitat (mitjancant la igualacié a zero
(%0, Y0, 20) del producte escalar) entre el vector (a,b,c) i un
vector genéric que pertany al pla.

Propietat 4.5.7 (Recta perpendicular a un pla) Do-
nat el pla Ax+ By + Cz+ D = 0, el vector de co-
ordenades (A, B,C) és el vector director de la recta
X perpendicular al pla (conclusid que es desprén de
I'apartat anterior).

Fig. 4.21

4.6 Distancies

Propietat 4.6.1 (Distancia entre dos punts) Donats els punts P = (xo,Y0,20) i Q = (x1,y1,y1), la seva
distancia ve donada per

d(P,Q) = \/(x1 —X0)%+ (Y1 —Y0)* + (21 — 20)?

P Propietat 4.6.2 (Distancia d’un punt a un pla de
R3) La distancia del punt (xo,v0,20) al pla Ax+
By+Cz+D=0¢és

d— Axo+Byo+Czy+D
A?+B*+C?
i Exemple 4.6.1 Trobeu la distancia entre el punt
Fig. 4.22 P=(2,5-3)ielplax+3y—2z=4.

Calculem la distancia amb la formula de la propietat 4.6.2

g |1243:5-3-(-2)—4) 19 _19V/14
- P+3+(-22 | J1&a 14

Tal com hem comentat al proleg, hi ha paquets computacionals que resolen problemes de calcul; per
exemple, aquesta distancia es pot calcular amb MAPLE utilitzant les instruccions seglents:

> with (geom3d) :

> plane (P, x+3xy-2%z-4=0, [x,y,z]) :
point (A, [2,5,-3]):
distance (A, P);

\

\

19
— 14
14
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Propietat 4.6.3 (Distancia entre dos plans paral-lels)
La distancia entre dos plans paral-lels es pot trobar

calculant la distancia d’un punt d’un dels plans a

Ialtre pla. SiT i son dos plans paral-lels, les seves

T P equacions nomes difereixen en el terme indepen-

dent.

Si P = (xo0,Y0,20) és un punt del pla 1t

fid n: Ax+By+Cz+D=0
. Ax+By+Cz+D' =0
Fig. 4.23
A B C D D —-D
d(mn) = d(Pn) = | TNt H¢
VALt B+ O A+B+C

Exemple 4.6.2 Calculeu la distancia entre els plans 3x —2y+4z—5=0i 3x—2y+4z+3=0.

De la propietat 4.6.3 es dedueix que

B 3—(-5) 8  8V29
VR Ve D

Per consolidar els conceptes d'aquest capitol podeu anar a la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Coniques i quadriques

En aquest capitol es defineixen les coniques perqué és important que un estudiant de Calcul identifiqui
aquestes corbes amb les seves equacions. Com a generalitzacié de les coniques trobareu en aquest capitol
les equacions de les quadriques amb la representacio grafica corresponent per tal de poder identificar aques-
tes superficies. Les quadriques son molt importants en I'estudi del calcul diferencial de diverses variables.

5.1 Cbniques L

Anomenem conigues les corbes que s'obtenen com la interseccié d'un plai un con de doble full, considerant
gue el pla no passa en cap cas pel vertex del con, perqué en aquest cas la figura resultant seria una conica
degenerada (punts o bé rectes). Aquestes corbes sén corbes planes que es poden escriure com el conjunt
de solucions d’una equacié de segon grau i sén la circumferéncia, I'el-lipse, la parabola i la hipérbola.

= La circumferéncia és la corba plana que resulta de tallar la superficie d'un con de revolucié per un pla
paral-lel a la base del con.

= L'el-lipse és la corba plana que resulta de tallar la superficie d'un con de revolucié per un pla que no és
paral-lel a cap de les seves generatrius.

Circumferéncia El-lipse

Fig. 5.1
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Parabola Hipérbola

Fig. 5.2

= La parabola és la corba plana que resulta de tallar una superficie d'un con de revolucié per un pla paral-lel
a una de les seves generatrius.

= La hipérbola és la corba plana que resulta de tallar una superficie d’'un con de revolucié per un pla
paral-lel a dues de les seves generatrius.

5.1.1 Circumferéncia

Definicié 5.1.1 (Circumferencia) Considerem (a,b)
un punt del plair>0 (r€R). Anomenem cir-
cumferéncia de centre (a,b) i radi r el conjunt de
punts (x,y) € R* tals que la distancia al punt (a,b)
ésr.

Propietat 5.1.1 (Equacio canonica de la circum-
feréncia) Un punt (x,y) € R? pertany a la circum-
feréncia de centre (a,b) i radi r si, i només si,

(x,y)
(x—a)’+(y—b) =7

Demostracié. Hem definit la circumferéncia com el
X conjunt de punts del pla que estan a distancia r del
centre (a,b), per tant,

Fig. 5.3
d((x,y), (a7b)) = \/(x_a)2+ (y—b)2 =r

d’'on, elevant al quadrat, tenim que

N2 _p2 2
(x—a)" +(y—=b)" =r qed.
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No sempre que tinguem |'equacio d'una circumferéncia estara en forma canonica.
L'equacié general d'una circumferéncia és:

P +y—mx—ny+p=0
Observacié: si el coeficient de x? i y* és diferent de 1, dividim tota I'equacio per aquest nombre.

Es interessant saber trobar el centre i el radi per poder interpretar graficament la circumferéncia. Per fer-ho
seguirem les pautes que donem a continuacio:

1. Tenir en compte el signe de m, el coeficient de x.

2. Dividir per 2 el coeficient m i escriure

m\ 2 m\ 2
(x—i-E) o bé <x—§) segons el pas 1.

m\ 2 m? m?
3. Com que (x— 5) =x>—mx+ T sumem T als dos costats de la igualtat i obtenim:

2, .2 mz_ m\?
X +y —mx—n)’+P+T— Y +y —ny+p
4. Fem el mateix amb la variable y i obtenim:
y m*  n? m\ 2 n\2
X +y —mx—ny—l—p—i—T—FZ:(x——) +<y——> +p

Aixi, doncs, podem escriure |I'equacié del cercle com a:

s m\?2 n\2 m*  n?
X +y —mx—ny+p:( ——) —i—( ——) +p———-——=0

2 2 4 4
per tant,
m\ 2 n\2 m* n?
(=3) +0-3) =% +5r
d’on la circumferéncia té centre (ﬂ, E) i radi m_z + n—2 —
272 4 4

Exemple 5.1.1 Trobeu el centre i el radi de la circumferéncia
¥ +y—6x+2y+6=0
Primer de tot agrupem els termes en x i en y a I’'equacio:
X —6x+y +2y+6=0
Comque (x—3)2=x*—6x+9 i (y+1)*=y*+2y+ 1 podem escriure

X —6x+y +2y+6=(x—3)+(y+1)>+6-10=0
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|representa(c) = tauler1

| e=circumferencia(punt(3,-1),2) = (x-3)2+ (y+1)2=4

Fig. 5.4

per tant,
(x=3)"+(y+1)’=4

Aixi, doncs, aquesta circumferéncia esta centrada al
punt (3,—1) i té radi 2.

La representacié grafica s'ha fet amb el paquet
computacional WIRIS, amb les seguients instruccions
(fig. 5.4)

Per trobar I'equacié canonica d'una circumferéncia,
sovint s'acostuma a utilitzar la segtent igualtat de
coeficients. Sil'equacio de la circumferéncia és

Y4+ +mx+ny+p=0

com que

(x—a)P+y—-b)}=r = xX*+y*—2ax—-2by+a*+b*—r* =0

es dedueix que

m= —2a
n=-2b
p:a2+b2—r2

Aixi, doncs, a I'exemple 5.1.1 si volem trobar el centre i el radi de la circumferencia

com que

¥ 4+y—6x+2y+6=0

—6=-2a = a=3
2=-2b = b=-1
6=9+1—-1 = r=2

per tant, és la circumferéncia de centre el punt (3,-1) i radi 2.

Exemple 5.1.2 Trobeu I'equacié d’una circumferéncia concéntrica amb

i que passa pel punt (0,8).

¥4y —12x—4y—69=0

La circumferéncia que estem buscant té el mateix centre que el de I'equacio

per tant, busquem aquest centre.
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KAy —12x—4y—69 = (x —6)* 4+ (y—2)* — 69 —40 = 0
(x—6)*+(y—2)>=109

Circumferencia de centre (6,2) i radi v/109.
L'equacio que busquem és del tipus
(x= 6P+ (y—27 =7
Com que passa pel punt (0,8): (0—6)*+(8—2)*=r*d'on36+36=r=72=1r>
Per tant, I'equacié de la circumferéncia és:

(x—6)+(y—2)*="72.

5.1.2 Parabola

Definicié 5.1.2 (Parabola) Una parabola és el con-
eix junt dels punts del pla que equidisten d’una recta
fixa (directriu) i un punt fix (focus) que esta fora
d’aquesta recta.

Definicié 5.1.3 (Vertex i eix de la parabola) Ano-
menem vertex de la parabola el punt mitja entre el
focus i la directriu, i la recta que passa pel focus i

focus pel vertex s'anomena eix de la parabola.

Propietat 5.1.2 (Equacio canonica de la parabola)
Un punt pertany a una parabola de vertex (h,k) i

I

I

I
vertex dll | d,

I

I

[ directriu y =k — p si, i només si,
|
directriu (x—h)>=4p(y—k) eix vertical
Fig. 5.5
eix Y—h . .
. directriu
eix | x=h —k—
y= p
(h,k) vertex
h,k \
focus | (h,k+p) focus
p>0
vertex (h7k)

directriu
y=k—p

Eix vertical: p >0 Eix vertical: p <0

Fig. 5.6
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directriu directriu
x=h—p x=h-p
vertex focus focus vérte
h, k) (h+p,k) (h+p.k) \ (h,K)
p>0 eix < eix
Eix horitzontal: p > 0 Eix horitzontal: p <0
Fig. 5.7

Per la directriu x = h — p l'equacio és
(y—k)* =4p(x—h) eix horitzontal
El focus és a I'eix x a una distancia |p| del vertex.
Segons les coordenades del focus i I'equacié de la directriu hi ha diferents orientacions de la parabola.

Exemple 5.1.3 (Obtencio de I'equacio reduida d’una parabola)

Si les coordenades del focus sén (%,0) i 'equacio de la directriu és x = —£, les coordenades d'un punt
geneéric (x,y) de la parabola compleixen:

Per tant,

i si elevem al quadrat

d'on

2
xz—px+%+y2:x2+px+%

i simplificant

y2 =2px
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obtenim I'equacié reduida de la parabola que correspon a la figura seguent:

V2 = 2px y* =2px
>0 p<0
directriu directriu

Fig. 5.8

Nota: Comproveu que si les coordenades del focus sén (O,%), és a dir, si la directriu és una recta
paral-lela a I'eix d'abscisses, aleshores, I'equacio de la parabola és

2 X
X =2py=y=-
p

Raoneu quina és la representacié grafica en aquest cas.

Exemple 5.1.4 Trobeu I'equacio de la parabola tal
que el seu vertex coincideix amb ['origen de coor-
denades i passa pel punt (3,4) essent el seu eix la

y 4] recta OX.
21
0 3 3 p 5 Si I'eix és la recta OX, la parabola té una equaci6
21 X del tipus
41

y2 =2px

Com que passa pel punt (3,4), es compleix que

Fig. 5.9
: £=2p-3

16 8 L . ., 16 .
pertant, p= s Aixi, doncs, I'equacio de la parabola és y* = ?x. Veure la figura 5.9.

5.1.3 El-lipse

Definicié 5.1.4 (El-lipse) Una el-lipse és el conjunt dels punts del pla tals que la suma de les seves distancies
a dos punts diferents prefixats (@anomenats focus) és constant.
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eix menor

eix major
vertex P P

vertex

centre

d, +d, = constant

Fig. 5.10 Fig. 5.11

Definicié 5.1.5 La recta que passa pels focus talla I'el-lipse a dos punts que s‘anomenen veértexs. La
corda que uneix els vértexs és I'eix major de I'el-lipse i el seu punt mitja és el centre de I’el-lipse. La corda
perpendicular a I’eix major pel centre és I'eix menor de ['el-lipse.

Propietat 5.1.3 (Equacio canonica d’una el-lipse) Un punt pertany a una el-lipse de centre (h,k) i eixos
major i menor de longituds 2a i 2b, amb a > b si, i només si,

b, kP

=1 [eix major és horitzontal

a’ b?
—h)? —k)?
(x = ) + b > ) =1 [leix major és vertical
a
y 71

(x—h)*

b? a?

(x—h)?

Fig. 5.12 =1 Fig. 5.13

Els focus s6n a I'eix major, a una distancia ¢ del centre, amb ¢? = a®> — b>.

Definicié 5.1.6 (Excentricitat) Es defineix I'excentricitat e d’una el-lipse com el quocient
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Observem que com que els focus estan situats a I'eix major entre el centre i els vertexs, sempre es compleix
O<c<a

per tant, en qualsevol el-lipse 0 < e < 1.

Si una el-lipse és gairebé circular, e és gairebé 0, en canvi si es tracta d'una el-lipse molt allargada, e és
gairebé 1.

A la seva obra Sobre les revolucions de les esferes celestes I'astronom polac Nicholas Copeérnic (1473-1543)
afirmava que tots els planetes, inclosa la Terra, giraven en orbites circulars al voltant del Sol. Encara que
moltes afirmacions no eren certes, ell va promoure que molts astronoms busquessin un model matematic
que expliqués els moviments dels planetes i del Sol. El primer que ho va trobar va ser |'astronom alemany
Johannes Kepler (1571-1630), que va descobrir que els planetes giren al voltant del Sol amb orbites
el-liptigues amb el Sol col-locat en un dels seus focus.

La dificultat dels astronoms per detectar les orbites el-liptiques és perqué aquestes el-lipses tenen els focus
molt a prop del centre. S6n gairebé circulars, per tant tenen una excentricitat molt a prop de zero.

Com a curiositat direm que I'orbita de la Lluna té excentricitat e = 0,0549 i les orbites dels nou planetes
del Sistema Solar tenen excentricitats:

Mercuri e = 10,2056
Venus e = 10,0068
Terra e =0,0167
Mart e =0,0934
Jupiter e =0,0484
Saturn e =0,0543
Ura e =0,0460
Neptd e = 10,0082
Plutod e =0,2481

L'astronom britanic Edmond Halley (1656-1742) va jugar un paper actiu en les controversies del seu temps.
Va donar suport a Newton en la seva disputa amb Leibniz sobre quin dels dos va inventar el Calcul, i va fer
de secretari del Comité de la Royal Society per resoldre la disputa.

Exemple 5.1.5 Trobeu el centre, els vertexs, els focus i I'excentricitat de I'el-lipse

4x* +9y* —8x+36y+4=0

Primer de tot, busquem completant els quadrats I'equacioé canonica de |'el-lipse:
4 —8x =4 —2x) =4[(x— 1) = 1] =4(x—1)*—4
9y +36y =9[(y+2)* —4] =9(y+2)* - 36

per tant,

43 +9y* —8x+36y+4 =4(x—1)*+9(y+2)*~36=0
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d'on

‘ pE— (x—91)2 F (y:z)z - _%_xz,,%_x_%.yz_y_%:o
2 2
| c=centre(E) =+ (1,-2) 4x—1)"+9(y+2)"=36
| f=focusE) = {(+/5 +1,-2), (- /5 +1,-2)}
| representa(E) = taulert i dividint per 36 tenim I'equacié canonica de I'el-lipse

| representa(c) => tauler
| representa(f) =» tauler1

(=12 (427

1
9 i 4

Aixidoncs, el centre és (1,—2), els vertexs (—2, —2)
i (4,-2).

Recordem que els focus estan situats a I'eix major

6

4

2
2

i a distancia ¢ del centre, essent ¢ =a> —b” i en

/2—_\ aquest casa=3ib=2. Pertant, c=+v9—4 =
&_/

6

8

\/5 i les coordenades dels focus son (1 —+/5, —2)
i (14+V/5,-2).

i . Cc
L'excentricitat és e = —, per tant en aquest cas
a

o e= ? — 0.7453

Eg'rgﬂﬁesentacio grafica d'aquesta el-lipse utilitzant el paquet computacional WIRIS es pot veure a la figura
seguent (fig. 5.14).

5.1.4 Hipérbola

Definicié 5.1.7 (Hipérbola) Una hipérbola és el lloc geomeétric dels punts del pla tals que la diferéncia de
les seves distancies a dos punts diferents prefixats (focus) és constant.

|d, — d,| = constant

Fig. 5.15 Fig. 5.16

Definicié 5.1.8 La recta que passa pels dos focus talla la hiperbola en dos punts que s'anomenen vertexs.
El segment de recta que uneix els vertexs s'anomena eix transversal i e/ seu punt mitja és el centre de la
hipérbola.

El grafic de la hipérbola té dues parts separades que s’anomenen branques de la hipérbola.
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Propietat 5.1.4 (Equacid canonica de la hipérbola)
Y4 Un punt pertany a una hipérbola de centre (h,k) si,
I NOMés si,

(x—h)?>  (y—k)’

T = 1si l'eix és horitzontal,

- — — — — EAY) AV
(h,k) x—h) OG-k = 1sileix és vertical
b? a?

=V

Els vertexs es troben a una distancia a del centre i
els focus a una distancia ¢ del centre, essent

2_ 2 2
(—hf (k) c=atb

Fig. 5.17 = =1

Observem que si el centre de la hipérbola és el punt
(0,0) I'equacio és:

y A X2 yz_
2 !

Si a = b direm que la hiperbola és equilatera.

Definicié 5.1.9 (Asimptotes) La hipérbola d’equa-
cio

¥y _,
| Cl2 bZ

® X té representacio grafica entre les rectes

b . b
y=-X1y=——x
a a

Aquestes dues rectes s'anomenen asimptotes.

S

Propietat 5.1.5 Tota hipéerbola

(=P (y—k?

a? b?

1

té dues asimptotes, rectes que es tallen al centre de la hipérbola i sén les diagonals del rectangle de base
2a i alcada 2b. Les equacions de les asimptotes son:

b b
—k+-(x—h) i y=k——(x—h
y=k+2(e—h) i y=k—Z(x—h)

En cas que I'eix de la hipérbola sigui vertical, és a dir, si

L=k —h? _
a? b?

1
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les asimptotes son les rectes d’equacio:

y:k—l-g(x—k) i y:k—g(x—k)

Observem que en una hipérbola equilatera les dues
asimptotes formen angle recte.

Definicié 5.1.10 (Excentricitat) L'excentricitat e
d’una hipérbola ve donada pel quocient

c
a

(recordem que els vertexs de la hipérbola es troben a
una distancia a del centre i els focus a una distancia

Com que en una hiperbola ¢ > a, es dedueix que
e > 1. Sil'excentricitat és gran, les branques de la
hiperbola sén gairebé rectes. Si e s'aproxima a 1,

Exemple 5.1.6 Trobeu el centre, els focus, els ver-
texs, I'excentricitat i les asimptotes de la hipérbola

Aquesta hiperbola esta centrada al punt (0,0) i
com que els focus estan a distancia ¢ del centre,
essent ¢ =a*+b* tenim que ¢ =4+9=13.

X
e =
¢ del centre).
Fig. 5.19
y ; .
les branques sbn més punxegudes.
d’equacio
focus . . focus s
_ verte vertex o r Y
c X 4 9
e molt gran
Fig. 5.20
a
focus vertex vertex focus

N
-

e gairebé 1

& >

C X

Fig. 5.21
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Per tant, la distancia ¢ focal és ¢ = v/13 i els focus son els punts
(—v13,0) i (V13,0)
L'excentricitat

V13
e=S=Y"~13
a

2

De la definicié 5.1.9 es dedueix que les asimptotes de la hipérbola

2 2
2y
4 9
son les rectes
3 . 3
=X I y=——x
YT EYE TS

La representacio grafica d'aquesta hipérbola utilitzant WIRIS és la segtient:

1 1
H=hipérbo|a(xT—?=1) - T-ty?-1=0

| f=focus(H) = {(+/13.0), (- V13 0)}
| e=centre(H) => (0,0)
|representa(H) = tauleri

|representa(f) = tauler1
|representa(c) = tauler1

‘ 2 y2

Fig. 5.22

5.1.5 Classificacié de les coniques segons la seva equacié general

L'equacio d'una conica amb eixos paral-lels a un dels eixos de coordenades té una forma canodnica que es
pot escriure en la forma general

AX*+Cy* +Dx+Ey+F =0
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Segons els diferents valors de A i C, aquesta equacié correspon a:

= Cercle: A=C

= Parabola: AC=0 (A=0 o C =0 perd no tots dos)
= Ellipse: AC >0 (A i Ctenen el mateix signe)

= Hipérbola: AC <0 (A i C tenen signe diferent)

Exemple 5.1.7 El grafic que correspon a la conica d’equacio
2x* —3x+2y—7=0

és la d’una parabola, perqué AC =2-0=0.

Si els eixos de la conica no sén paral-lels als eixos de coordenades, I'equacié general de la conica té un
terme amb xy:

AX* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0
i fent rotacié dels eixos es pot passar a una altra equacié sense terme xy.

Per consolidar els conceptes d'aquest capitol podeu anar a la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection

5.2 Quﬁdriques L

Les quadriques sén una generalitzacié de les coniques a R* en el sentit que sén figures de I'espai de
dimensio6 3 definides per polinomis quadratics en les coordenades (x,y,z).

Definicié 5.2.1 (Quadriques) Una quadrica és el grafic d’una equacio de la forma

AX’+ By’ +CZ* + Dxy+Exz+ Fyz+ Gx+Hy+1z+J =0
D'aquesta definici¢ es dedueix que les seccions a les quadriques per plans paral-lels als plans coordenats
(plans xy, xz i yz) s6n seccions coniques.

Hi ha sis tipus basics de superficies quadriques:

el-lipsoide

hiperboloide d'un full (o reglat, perqué conté rectes)

hiperboloide de dos fulls (o no reglat, perqué no conté rectes)

con el-liptic

paraboloide el-liptic (0 no reglat)

paraboloide hiperbolic (o reglat)

Estudiem ara quines son les equacions canoniques i les figures geometriques associades a cada una
d’'aquestes superficies.
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5.2.1 El-lipsoide

Fig. 5.23 El-lipsoide Fig. 5.24

x2 y2 Z2
atpte=!

Les seccions per plans paral-lels als plans xy, xz i yz
son el-lipses. En el cas particular,

a=b=c=r

tenim una esfera (fig. 5.25).

Fig. 5.25 Esfera

5.2.2 Hiperboloide d’un full

Fig. 5.26 Hiperboloide d’un full Fig. 5.27

.X'2 y2 ZZ

az bt ?
Les seccions per plans: = paral-lels al pla xy sén el-lipses

= paral-lels al pla xz sén hiperboles
= paral-lels al pla yz sén hiperboles
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el

Fig. 5.28 Volta hiperbolica per al gir de carruatges al Parc Guell ~ Fig. 5.29 Coberta del temple de la Sagrada Familia

Aquestes superficies reglades es poden trobar aplicades a I'arquitectura, i de manera molt particular en
I'arquitectura gaudiniana. Gaudi va incorporar a I'arquitectura I’hiperboloide d’un full després de descobrir
que era una forma dptima com a campana. La trobem a la cUpula central de les cavallerisses de la Finca
Guell, als capitells del Palau Gell, a la volta per al gir de carruatges a I'entrada del Parc Guell i en el
projecte del temple de la Sagrada Familia, on es va transformar en la peca fonamental dels sostres de les
naus. Per Gaudi, I'hiperboloide d'un full era la superficie que simbolitzava la llum.

5.2.3 Hiperboloide de dos fulls

i )
|
az b 2

Les seccions per plans:

= paral-lels al pla xy que tallen la quadrica s6n
el-lipses

= paral-lels al pla xz sén hiperboles

= paral-lels al pla yz s6n hiperboles

e Observem que en aquest cas no hi ha interseccié de
T la superficie amb el pla xy.

Fig. 5.30 Hiperboloide de dos fulls
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5.2.4 Con el liptic

Fig. 5.31 Con el-liptic

Les seccions per plans:

= paral-lels al pla xy son el-lipses
= paral-lels al pla xz sén hiperboles
= paral-lels al pla yz sén hiperboles

La interseccio del con amb el pla xy és un punt, i amb els plans xz i yz s6n parells de rectes secants (que es

tallen).

5.2.5 Paraboloide el liptic

Fig. 5.33 Paraboloide el-liptic
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Les seccions per plans:

= paral-lels al pla xy son el-lipses

= paral-lels al pla xz sén paraboles
= paral-lels al pla yz sén paraboles

La intersecci6 del paraboloide el-liptic amb el pla xy és un punt.

5.2.6 Paraboloide hiperbolic

Fig. 5.35 Paraboloide hiperbolic Fig. 5.36
B yz x2
e

Les seccions per plans:

= paral-lels al pla xy sén hipérboles
= paral-lels al pla xz sén paraboles
= paral-lels al pla yz sén paraboles

La intersecci6 del paraboloide hiperbolic amb el pla xy és un parell de rectes.

Fent referéncia com abans a la geometria gaudiniana, el paraboloide hiperbolic és una de les superficies
més importants i originals usades per Gaudi. Les primeres preséncies més importants les trobem al sostre
de la Cripta de la Colonia Guell a Santa Coloma de Cervello, especialment a la zona del portic, i a la coberta
del pavelld de I'entrada del Parc Guell a Barcelona. Va ser, pero, a la Sagrada Familia on els paraboloides
hiperbolics van trobar la seva culminacié. Al sostre de les naus laterals, els arbres de columnes sén rematats
per capitells hiperboloidals, i els paraboloides hiperbolics s'utilitzen com a solucié per suavitzar la interseccié
dels hiperboloides d'un full. La culminacié pel que fa a I'Gs dels paraboloides hiperbolics es troba a la
coberta superior de les naus i les sagristies, on les dimensions sébn més grans.

També trobem aplicacions del paraboloide hiperbolic a I'enginyeria. Com un exemple d’aplicacié a I’'engi-

nyeria civil a les figures 5.37 i 5.38 tenim unes imatges que fan referéncia a una maqueta de membrana
estructural, per a passarel-la de vianants amb forma de pababoloide hiperbolic.
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Fig. 5.37 Vista lateral de la membrana amb forma de paraboloide hiperbolic

Fig. 5.38 Perspectiva de la membrana amb forma de paraboloide hiperbolic

5.2.7 Cilindres
Un polinomi quadratic en les coordenades x,y
ax* +cy* +dx+ey+f=0
sabem que és una conica C a R?; ara bé, si aquest polinomi el mirem a R?, és a dir, tenint en compte les

coordenades (x,y,z), llavors es tracta d"un cilindre. Es diu que és un cilindre de base C i que les rectes per
un punt de C paral-leles a OZ son les seves generatrius.
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Un cilindre es diu circular, el-liptic, hiperbolic o parabolic segons si la seva base és un cercle, una el-lipse,
una hipérbola o una parabola.

08

0z

272

ax’* +by* =1 ax*—by* =1 x = ay*
cilindre el-liptic cilindre hiperbolic cilindre parabolic

Fig. 5.39

Igual que es va estudiar amb les coniques, qualsevol quadrica es pot reduir a I'equacié canonica d'alguna
de les quadriques que hem estudiat. A continuacié en veurem un exemple.

Exemple 5.2.1

Identifiqueu la quadrica d’equacié
3x —5y* +30z=0
De 3x* — 5y* + 30z = 0 aillant z tenim

30z = 5y* — 3x*

2

=

.
6

—_
o

per tant, es tracta d'un paraboloide hiperbolic.
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Geometria classica

En aquest capitol tractem conceptes de geometria classica perque hi haura molts moments en qué el
llenguatge geometric estara present en assignatures de les diferents titulacions d’enginyeria.

A continuacié farem referéncia a dues aplicacions de la geometria en camps ben diferents.

El projecte Galileu és, actualment, la iniciativa més important en el camp espacial a Europa. Les seves
aplicacions més importants seran la localitzacié de vehicles i persones, el control de transit terrestre, maritim
i aeri, el posicionament d’estructures d’enginyeria civil, la prospeccio terrestre i maritima, la cartografia, els
ajuts a I'agricultura i la pesca...

Xavier Benedicto, enginyer de telecomunicacions de I'ETSETB i director del projecte Galileu a I'’Agéncia
Espacial Europea, va respondre la pregunta, per qué 30 satél-lits i a 23.500 metres d'altura? “Es pura
geometria. Es per garantir el mateix servei a tot el mén sense problemes de densitat. Els nostres estudis
ens han demostrat técnicament i economicament que escollim la millor orbita i el millor nombre de satél-lits.
Si estiguéssim més lluny de la Terra, en podriem tenir menys perqué n‘abracariem més, pero per mantenir
la mateixa densitat necessitariem més poténcia. Si estiguéssim més a prop, en necessitariem molts més. A
més del col-lapse, els satél-lits a baixa altura van massa rapid i podrien ocasionar problemes.”

El text seglent fa referéncia a I'obra de Gaudi.

“En general, i és clar que hi ha excepcions, I'arquitectura convencional s'ha fet a partir d’una geometria
que, malgrat emprar formes simples (com els triangles, els quadrats i els cercles en el pla, i els prismes, els
cubs, les piramides, els cilindres, les esferes, etc., en I'espai), és el resultat de I'aplicacio rigorosa del regle i el
compas. Per aixo, quan Gaudi va descobrir —evidentment, no les va inventar- les denominades superficies
reglades, compostes per linies rectes, que determinen superficies corbes en I'espai, com el paraboloide,
I"hiperboloide, I’helicoide i les que se’n deriven, va trobar un camp d’exploracié que el va fascinar tant que
hi va dedicar els darrers anys de la seva vida. | és que les superficies reglades, les quals, d’altra banda, son
facils de resoldre constructivament, li van permetre ampliar el repertori de les seves formes i aconsequir
solucions fins aleshores inédites, tant com els murs com en les voltes o cobertes.

Dues son les vies que van portar Gaudi a treballar amb la geometria de I'espai reglat: una és I'analisi que
des de la seva infantesa havia fet de les formes naturals (troncs d‘arbres, 0ssos, crustacis, etc.), i I'altra, el
seu domini de la geometria de I'espai i la necessitat que tenia d’experimentar amb les tres dimensions. (...)

La manera com Gaudi entenia la ciéncia i la técnica és proxima a la de Leonardo, que ho pas- sava tot
pel sedas de I'experimentacio. Els dos van arribar a la teoria a partir de I'observacid i I'analisi i, en aquest
procés, el dibuix, les maquetes, les provatures, etc. son essencials. Per aixo Leonardo i Gaudi, Gaudi i
Leonardo van poder anar més enlla de les superficies i descobrir les forces internes dels cossos. Aixo, no
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obstant, la de Gaudi no és una geometria com la que Leonardo va denominar De ludo geometrico, que
permet jugar amb les formes i les proporcions. Tot al contrari, la seva és una geometria destinada a facilitar
els processos constructius, per treure el maxim profit de les formules tradicionals i assequrar I'estabilitat
dels edificis. La de Gaudi és una geometria que neix de les descobertes personals que fa després d’una
recerca continuada. Gaudi va dir: “Soc geometra, és a dir, sintetic”, “Jo ho calculo tot”, “La geometria en
I"execuciod de les superficies no complica, siné que simplifica la construccié”.[19]

Si voleu ampliar la informacié d‘aquest capitol, trobareu una bona referéncia a la pagina http://
mathworld.wolfram.com/topics/Geometry.html, i especialment als apartats Plane Geometry |
Solid Geometry.

6.1 POIigOI‘IS L

Definicié 6.1.1 (Poligon) Un poligon és una figura plana tancada de n costats rectilinis. Si tots els costats
tenen la mateixa longitud i els angles del poligon sén iquals, el poligon s'anomena regular.

La paraula poligon prové del grec de moAv (poly) i ywvio. (gonia) que vol dir angle.

Les formes poligonals planes estan molt presents en
I'obra de Gaudi en dos ambits: com a formes deter-
minants d'elements constructius (plantes, finestres,
separadors, rajoles, etc.) i com a formes generado-
res de decoracio (ceramica, lletres, trencadis, etc.).

Els poligons plans regulars més usuals son els trian-
gles, els quadrats, els pentagons, els hexagons, els
octagons, els decagons i els dodecagons. En sén
exemples emblematics, entre d'altres, els triangles
de mao de Bellesguard, les rajoles quadrades de la
Casa Vicens, les finestres pentagonals del Capricho
i les rajoles hexagonals del passeig de Gracia de
Barcelona.

Com a mostra de la creativitat poligonal gaudinia-
na, podem observar el disseny de les peces de fusta
per enrajolar algunes dependéncies de la Casa Mila.
Gaudi va descobrir I"'hexagon regular com a reunié
de triangles rectangles i, com que I’hexagon és una
rajola perfecta, el mosaic generat presenta un efec-
te sorprenent.

Fig. 6.1 Mosaic de parquet de la Casa Mila

A la taula seguient hi ha els diferents noms que reben els poligons segons el seu nombre de costats.

n poligon n poligon n poligon

2 digon 9 enneagon (nonagon) 50 pentacontagon
3 triangle (trigon) 10 decagon 60 hexacontagon
4 quadrilater (tetragon) 11 hendecagon (undecagon) 70 heptacontagon
5 pentagon 12 dodecagon 80 octacontagon
6 hexagon 20 icosagon 90 enneacontagon
7 heptagon 30 triacontagon 100 hectdgon

8 octagon 40 tetracontagon 1000 miriagon
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Propietat 6.1.1 L'area d’un poligon de vertexs (x1,y1),. .., (X, Yn) €S

-4 |

l'area d’un poligon es defineix positiva si els punts estan ordenats en el sentit de les agulles del rellotge.

X1 X2
Yio M2

X2 X3
Y2 3

X, X1
Yo N1

6.1.1 Triangles

Una de les aplicacions dels triangles a I’'enginyeria civil és en la discretitzacié de problemes fent servir el
meétode dels elements finits. Les il-lustracions seglents fan referéncia a un estudi dut a terme sobre el
Palau Geraci a Palerm.

Les figures 6.2 i 6.3 corresponen a l'article [6] que fa referéncia al projecte “Geraci Palace” fet a I'European
Laboratory for Structural Assessment (ELSA) en el camp del Patrimoni Cultural. L'objectiu principal del pro-
jecte era formular una metodologia d’intervencié per al reforg estructural de les estructures monumentals
i valorar la capacitat dels metodes numerics disponibles per predir la resposta a terratremols d’aquest tipus
d’estructures i dissenyar mesures eficients de reforg.

El métode numéric que s'utilitza en aquest projecte és el métode dels elements finits, métode que va ser
desenvolupat per primera vegada els anys 1950 per a I'analisi d'estructures d'avions i poder trobar bons
dissenys sense la construccio a priori.

La idea essencial del métode dels elements finits és descomposar el domini en subdominis més senzills
guant a geometria que s'anomenen elements, com per exemple triangles (com observem a la figura 6.3)
i/o0 quadrilaters per a regions planes.

Aguest métode dels elements finits s'utilitza molt com a métode de calcul gairebé a totes les enginyeries
(civil, mecanica, telecomunicacions, nuclear...) i, d'altra banda, també és un métode molt important de
recerca teorica i aplicada dins les matematiques.
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Definicié 6.1.2 (Triangles) Els triangles sén poligons
de tres costats.

Propietat 6.1.2 La suma dels angles d’un triangle
és de 180° com podem veure facilment a la figura
6.4.

En aquest capitol, com a notacié general, A indicara
Fig. 6.4 I'area, P el perimetre i V' el volum.

Considerem un triangle de base b, alcada & i de
costats a, b, c. Aleshores,

1
Azibh P=a+b+c

b A continuacié donarem una altra manera de calcu-
lar I'area d’un triangle, utilitzant el semiperimetre i
prescindint de les altures.

Fig. 6.5

Propietat 6.1.3 (Férmula de Heron) Si definim

1
P= §(a+b+c)

el semiperimetre d’un triangle aleshores

Fig. 6.6 A=/plp—a)(p—b)(p—c)
Definici6 6.1.3 (Classificacio segons la longitud dels costats)

= Direm que un triangle és equilater si els tres costats tenen la mateixa longitud i els seus angles son
iquals.

= Si el triangle té dos costats de la mateixa longitud i dos angles iquals direm que és isOsceles.
= Un triangle amb tots els costats de diferent longitud s’anomena escalé.

Definicié 6.1.4 (Classificacio segons el tipus d’angles)

= Siels angles d’un triangle son més petits estrictament de 90° direm que és acutangle.
= Siun angle és més gran de 90° direm que el triangle és obtusangle.
= Un triangle amb un angle recte (de 90°) s'anomena triangle rectangle.

Teorema 6.1.1 (Teorema de Pitagores) A qualsevol
triangle rectangle, la suma dels quadrats dels catets
és igual al quadrat de la hipotenusa.

a* =b*>+ ¢

Fig. 6.7
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Definicié 6.1.5 (Mitjanes i baricentre) Les mitjanes d’un triangle son les rectes que uneixen els seus
vértexs amb els punts mitjos dels costats oposats corresponents. Les tres mitjianes d’un triangle es tallen
en un punt que s‘anomena baricente.

Exemple 6.1.1 Donat un triangle, trobeu amb WIRIS les seves mitjanes i el seu baricentre.

] T=triangle{punt({-3,1),punt(2,2),punt(3,-5)) =» (-3,1)-(2,2)- (3,-5)

5 4 13 4
‘ mitjana(T,1),mitjana(T,2),mitjana(T,3) =» y=- T “X- W,y=2-x-2,y= e

7 7
: 2 2

baricentre(T) =>» (3,— 3)

| dibuixa(T) =» tauler1

|dibuixa(mitjana(T,1)) = tauler1

|dibuixa(mitjana(T ,2)) = tauler1

|dibuixa(mitjana(T 3)) =>» tauler1

| dibuixa(baricentre(T)) =» tauler1

Fig. 6.8

Definicié 6.1.6 (Altures i ortocentre) Donat un triangle qualsevol, des de cada vértex es pot tracar I’altura
o segment perpendicular des del vértex al costat oposat. Les altures d’un triangle es tallen en un punt que
s’anomena ortocentre del triangle.

Observacions

1. Les altures d'un triangle poden quedar dintre o fora del triangle.

2. L'ortocentre d'un triangle rectangle és el vértex de I'angle recte i si en un triangle el vertex és
I'ortocentre, aleshores el triangle és rectangle. (L'ortocentre del triangle és el vértex < el triangle és
rectangle en aquest vértex.)
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Exemple 6.1.2 Donat un triangle, trobeu amb WIRIS les seves altures i el seu ortocentre.

_|T=triang|e(punt(—3,1),punt[4,2),punt(3,—5}) = (-3,1}-(4,2)-(3,-5)

1 4
altura(T,1},altura(T,2),altura(T,3) =+ y=-— x+ - y=x-2y=-7-x+16

9 1
ortocentre(T) = (E’I)

| dibuixa(T) => tauler1

| dibuixadaltura(T,1)) =+ tauler1
|dibuixa(altura(T 2)) =+ tauler1
|dibuixa(altura(‘l’ 3 = tauler1

| dibuixafortocentre(T)) =» tauler1

7 7

Fig. 6.10

e /6 Fonaments de cdlcul

Fig. 6.9

Teorema 6.1.2 (Teorema de Thales) Si dues rectes
son tallades per un sistema de rectes paral-leles,
els segments aixi obtinguts sobre una de les rec-
tes son proporcionals als corresponents segments
obtinguts sobre I'altra. Es a dir,

a b

a v

Aguest teorema s’aplica moltes vegades en I'estudi
de triangles.

Aixi doncs, com un cas particular del teorema de
Thales deduim que a la figura seguent (fig. 6.11)



A es compleix que

OA OB
A OA' ~ OB

siAB i A’B’ son paral-lels.

Definicié 6.1.7 (Triangles semblants) Direm que
0 dos triangles son semblants si tenen dos angles
iguals. Observem que del teorema de Thales es de-
B dueix que dos triangles semblants tenen els costats

B corresponents proporcionals. El quocient entre dos
costats s‘lanomena rad de semblanca.

Fig. 6.11

Fig. 6.12 Fig. 6.13

Propietat 6.1.4 (Criteris de semblanca) Els triangles ABC i A'B'C’ sén semblants i es compleix una de les
condicions seglients:

LAzmigzg

(és a dir, un angle igual i els corresponents costats proporcionals)
2.A=A"iB=PB

(és a dir, dos triangles son semblants si tenen iquals dos angles corresponents)

a b c

d b

(és a dir, dos triangles son semblants si els corresponents costats son proporcionals)

6.1.2 Quadrilaters

Definicié 6.1.8 (Quadrilaters) Els quadrilaters son
poligons de quatre costats.

i Quadrat

Un quadrat és un quadrilater amb quatre costats
iguals i quatre angles rectes.

A= P=4l

Fig. 6.14
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Amb les arees de quadrats i de triangles podem
fer una demostracié geomeétrica del teorema de
Pitagores. Veure la figura 6.15.

Observem que

1
(b+c)* =d* +45be

b d'on
b* +c* +2bc = a* + 2bc
i, per tant,
- P+c*=da> qed.
Fig. 6.15
Rectangle
a b
a a? ab a
ab b? b
Fig. 6.16 Fig. 6.17

Un rectangle és un quadrilater amb costats oposats de la mateixa longitud a i b, i amb quatre angles rectes.

P=2a+2b

Tal com hem vist abans, les arees de quadrats i rectangles també permeten fer algunes demostracions
geometriques, per exemple, la identitat (a + b)* = a* + 2ab + b* resulta evident de la figura (fig. 6.17).

Paral-lelogram

Fig. 6.18
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Un paral-lelogram és un quadrilater amb costats
oposats paral-lels (i, per tant, amb angles oposats
iguals).

A = bh = absin®
Un paral-lelogram amb cares iguals s'anomena rom-

be i un cas particular, el rectangle, és quan tots els
angles son rectes.



Trapezi

Fig. 6.19

6.1.3 Poligons regulars de n costats

Un trapezi és un quadrilater amb dos costats pa-
ral-lels.

1

1 1
P = a+b+h<.—+.—>
sin®  sin@

a s'anomena base menor i b base major.

1 1
A= anzcotg = Enab

P =nb

l[a = apotemal]

L'estudi del cercle es remunta a la historia antiga, i és la invencié de la roda un descobriment fonamental de
les propietats del cercle. Els primers teoremes relacionats amb els cercles s'atribueixen a Thales al voltant de
I'any 650 aC i el Llibre Il dels Elements d’Euclides tracta amb propietats dels cercles i problemes d'inscripcié

i circumscripci¢ de poligons.

Un dels problemes dels matematics grecs va ser el de trobar un quadrat amb la mateixa area que un
cercle donat. Moltes de les “corbes famoses” van ser estudiades per primera vegada en la temptativa
de solucionar aquest problema. Anaxagores el 450 aC és el primer matematic reconegut que va estudiar

aquest problema.

Fig. 6.21

Definicié 6.2.1 (Cercle) Un cercle és la porcio d’un
pla limitada per una circumferéncia. El diametre del
cercle és dues vegades el radi

d=2r
Al perimetre C d’un cercle se ['anomena circum-
feréncia.
A =mr
C = 2nr
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Sector circular

1
A:§r29
S
s =10

si I'angle 6 es mesura en radians

Fig. 6.22

Segment d’un cercle de radi r

A

%rz(e —sin0)

Fig. 6.23

Regio el liptica

A =Tab

Fig. 6.24

Observem que el cercle és un cas particular d'una regi6 el-liptica (quan a = b).

Definicié 6.2.2 Una circumferéencia inscrita a un poligon és una circumferéncia tal que tots els costats
del poligon li sén tangents.

Fig. 6.25
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Fig. 6.26 Fig. 6.27 Mediatriu d'un segment

També es diu que el poligon esta circumscrit a la circumferencia.

Una circumferéncia esta circumscrita a un poligon si la circumferéncia passa per cada un dels vértexs del

poligon. Veure la figura 6.26.

Direm que el poligon esta inscrit a la circumferéncia.

Definicié 6.2.3 (Mediatrius i circumcentre) La recta perpendicular al punt mitja d’un segment, anomenada

mediatriu, té tots els punts equidistants dels extrems del segment.

En un triangle, les rectes mediatrius es tallen en un Unic punt que s’anomena circumcentre que, en
equidistar dels tres vertexs, esdevé centre de la circumférencia circumscrita al triangle.

Exemple 6.2.1 Donat un triangle, trobeu amb WIRIS el seu circumcentre i la seva circumferencia circums-

crita.

_|T=triang|e(punt(—3,1),punt(4,2),punt(3,-5)) - (=3,1)-(4,2) - (3,-5)

1
‘ mediatriu(T,1),mediatriu(T,2),mediatriu(T,3) =+ y=x-2y=-7-x+5y=- 7 |

78
circumcentre(T) =» (E’_E)

25
circumradi(T) = = A2

| dibuixa(T) =» tauler1

| dibuixafmediatriu(T,1)} =» tauler1

| dibuixaimediatriu(T,2}) =» tauler1

| dibuixaimediatriu(T,3)} =» tauler1
|dibuixa(circumcentre(1')) = tauleri

7 9 26
‘dibuixa(circumferencia(punt(—,—E),?\@)) =5 tauleri

Fig. 6.29
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Definicié 6.2.4 (Bisectrius i incentre) Donat un an-
gle, la bisectriu és la recta que divideix I'angle en
dues parts iguals.

Les tres bisectrius d’un triangle es tallen en un unic
punt que s‘anomena incentre, que és el centre de
la circumférencia inscrita al triangle.

Fig. 6.29 Bisectriu d'un angle

Exemple 6.2.2 Donat un triangle, trobeu amb WIRIS el seu incentre i la seva circumferéncia inscrita.

]T=triang|e(punt(—3,1),punt(4,2),punt(3,—5)) = (-3,1)-(4,2)- (3,-5)

1
bisectriu(T,1),bisectriu(T,2),bi ‘riu(T,3)—>y=—§-x,y=x—2,y=—3-x+4

1

, 3
incentre(T) = (E’ 5)

3
inradi(T) = E-ﬁ
| dibuixa(T) =+ tauler1
|dibuixa(bisectriu(T,1)) = tauleri
|dibuixa(bisectriu(T,2)) = tauler1
| dibuixa(bisectriu(T,3)) = tauler1

| dibuixa(incentre(T)) = tauler1

3. 403
‘ dibuixa(circumferencia(punt(z,—E),E\/5)) =» tauler1

6.3 SO |l

En aquest apartat destacarem alguns dels solids més interessants i donarem les formules d'arees de
superficies i volums corresponents.
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Paral-lelepipede rectangular

V = abc
' ¢ A =2 (ab+ac+bc)
: b
e - Sia=b=cs'anomena cub
a

Fig. 6.31

Le Grand Arche (La Défense, Paris) és un paral-lelepipede
que és gairebé un cub (108 m de costat, 110 m d'al-
turai 112 m de profunditat).

Fig. 6.32 Le Grand Arche (La Défense, Parfs)

Prisma
V = Bh

amb B |'area de la base

Observem que un cub és un prisma on totes les
cares sén quadrades.

Fig. 6.33
Piramide
1
V = —Bh
3
amb B |'area de la base
Fig. 6.34
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Definicié 6.3.1 (Tetraedre) Un tetraedre és una
piramide on totes les cares son triangles equilaters.

Fig. 6.35
Cilindre circular recte
-
S = 2nrh+27nr?
superficie lateral = 2mrh
Fig. 6.36
Esfera de radi r
4
V = -mr’
3
S = 4mr?
Fig. 6.37
o Con circular recte
1
V = —nr?h
3
Area de la superficie lateral = wrv/r? + h?
Fig. 6.38
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El-lipsoide

Fig. 6.39

Per consolidar conceptes de geometria podeu visualitzar la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Nombres complexos

A principis del segle xix, Karl Friedrich Gauss (1777-1855) i William Rowan Hamilton (1805-1865) indepen-
dentment i gairebé al mateix temps van proposar la idea de definir els nombres complexos com a parells
ordenats (a,b) de nombres reals que tenen unes certes propietats. Aquesta idea és la que us presentem
a continuacio.

7 .1 D i N il O 1N 1

Definicié 7.1.1 (Nombre complex) Es defineix el conjunt C dels nombres complexos com el producte
cartesia

C=RxR={(a,b)|a,b,e R}
és a dir, que un nombre complex s’identifica amb un punt del pla.

Si z= (a,b) és un nombre complex, direm que a és la part real de z i s’escriu Re(z) i que b és la part
imaginaria de z que escriurem Im(z). Direm que z = (a,b) esta expressat en forma cartesiana.

Definicié 7.1.2 (Operacions suma i producte) Si (a,b) i (¢,d) son dos nombres complexos, definim

(a,b)+ (c,d) = (a+c,b+d)
(a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Amb aquestes operacions, (C,+,-) és un cos conmutatiu.

Definicié 7.1.3 (Unitat imaginaria) Es defineix i el nombre complex i = (0,1).

En assignatures, com per exemple electrotécnica, la unitat imaginaria s'acostuma a escriure amb la lletra j.
Observem que i* = (0,1) - (0,1) = (—1,0). Com que els nombres complexos de la forma (a,0) tenen
exactament el mateix comportament respecte a la suma i multiplicacié de nombres complexos que els
nombres reals respecte a les seves operacions de suma i producte, escriurem (a,0) simplement com a a.

Per tant,

’=-1
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Observeu que v/—1 = =i, per tant, quan treballem amb nombres complexos té sentit treballar amb arrels
de nombre negatiu, cosa que no té sentit quan estem en R.

Fixem-nos que podem escriure
(a,b) = (a,0)+(0,b) = (a,0)+ (,0)-(0,1) = a+bi
Aquesta és una forma molt habitual d’escriure els nombres complexos i s'anomena forma bindmica.
Definicié 7.1.4 (Oposat) Si z = (a,b) direm que I'oposat de z és el nombre complex
—z=(—a,-b)
Definicio 7.1.5 (Conjugat) Si z = a+ bi definim el seu conjugat, que escriurem 7, com a
Z=a—>bi

Definicié 7.1.6 (Invers) Siz=a+ bi, amb (a,b) # (0,0), es defineix el nombre complex invers de z, que
escriurem z~', com a

- 1
 a+bi

-1

Vegem ara quina és en aquest cas la seva part real i la seva part imaginaria,

1 1 a—bi_ a— bi a b

a-+bi - a—l—bi.a—bi a2+ b - a? + b? _a2+b2l

Comproveu que

a —-b
| — ——— | =(1
(a7b) <a2+b2?a2+b2> ( 70)

Definicié 7.1.7 (Modul) Si z = a+ bi és un nombre complex, definim el seu modul, que escriurem
coma

Z

’

2| = Va*+ b

Observeu que |z| és la distancia de z a (0,0). En general, la distancia entre dos nombres complexos z i w
es defineix com a |z — w|

Propietat 7.1.1 Siz i w son nombres complexos, es compleix

TR
([

NI

IS

@

[92}

3

Y

L

N O AN =
|
[\l
Il
|
~
I\l
N~—
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8 |z w| =z |w|
9. lz4+w| <z + |w|

Exemple 7.1.1 Proveu que si z,7' € C, es verifica que:
2 ap 1 ap /12
2"+ 177 = S (e + 21+ 2 =2
Aplicant la propietat |z|*> = zZ, obtenim:

%(!z+z’|2+\z—z’|2) - %((Hz/)(m)ﬂz—z)(m) -

1 _

= 5((z+z’)(2+z’)+(z—z’)(Z—z’)) =

= E(ZZ+Z?+Z’Z+Z’?+ZZ—z?—z’Z—I—z’?) =
1 = 7 = 7 2 /12

= E(Zzz—i—Zzz’) =zZz+77 = |z* +|7|

.1 o L
Exemple 7.1.2 Calculeu z € C perque z, — i 1 — z tinguin el mateix modul.

Z

Si z =x -+ yi tindrem:

2| = /X2 +)?

1 1 1
z|lzl ey

Igualant les expressions:

[ty = 1 SR =1
X2+ y?

Va2 = /(1 =224y = P4y =1-2x+x>+)? =

1
=2x=1 :>sz
Falta trobar la y:
x:% iy =1 = %+y2:1 :>y2:§l = y:%\/g
per tant, els nombres complexos son:
1 V3 1 V3
azgtgt b eTy T
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7.2 Interpretacions geom é iU e s |

7.2.1 Interpretacié geomeétrica dels nombres complexos

eix
imaginari
z=(a,b) =a+bi
2]
eix rea:l
Fig. 7.1

7.2.2 Interpretacié geométrica de la suma de nombres complexos

Siz=(a,b)iw=(c,d) son dos nombres comple-
x0s, determinen un paral-lelogram, tal que dos dels
seus costats son els segments rectilinis de (0,0) a z i
de (0,0) aw. Elvertex oposat a (0,0) és el nombre

z+w
b+d complex z+w.

Fig. 7.2

7.2.3 Interpretaciéo geomeétrica del producte de nombres complexos

La interpretacié geometrica del producte és més complicada i per ajudar a intuir-ne la interpretacié intro-
duirem una nova forma de representar els nombres complexos.

Suposem que z i w s6n dos nombres complexos diferents de zero. Observem que siz=00 bé w =0
aleshores z-w = 0.

Per a qualsevol z € C, z # 0 podem escriure

z
Z:’Z|H

on |z| és un nombre real positiu i — és un nombre complex de modul 1, perque

2l

Z

2|

:M:
2|
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w

rs
0+¢

Fig. 7.3 Fig. 7.4

Pero, a més, qualsevol nombre complex z = a+ bi amb |z| = 1 es pot escriure com a
z=(cos0,sin®) = cosB+isind
per tant, qualsevol nombre complex z £ 0 es pot escriure com a
z=r(cos0+isin0)
amb r > 0. Aquesta expressié s'anomena forma trigonometrica d'un nombre complex. El nombre r és
anic (és |z]) perd 6 no és unic; si una possibilitat és 6y, que s'anomena argument i s'escriu arg(z), aleshores

les altres sén 0, + 2km essent k € Z.

Amb el modul i I'argument es defineix una altra forma de representar els nombres complexos, la forma
polar. Veure la figura 7.3.

=Ty

La forma trigonometrica dels nombres complexos ens ajuda a donar la interpretacié geomeétrica del pro-
ducte.

Si z i w sén dos nombres complexos diferents de zero tals que

z = r(cos®+isinB)
w = s(cos®+isind)

aleshores, z-w = rs(cos0+isin0)(cosd +isind)
= rs[(cosOcosd —sinOsin) + i(sinOcosh + cosOsin )]
= rs[cos(0+¢) +isin(0 +0)]

Per tant, el nombre complex z-w és un nombre de modul, el producte dels moduls de zide w i d'argument,
la suma dels arguments de z i w. Veure la figura 7.4.

Propietat 7.2.1 (Propietats de I'argument) Si z i w son dos nombres complexos, aleshores es compleix:

1. arg(zw) = arg(z) + arg(w)
2. Siz#0, arg(z™") = —arg(z)
3. Siw#0, arg(£) = arg(z) —arg(w)
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per tant, siz=ry i w = s, podem escriure

2w =([z]- W]+

essent 0 i ¢ angles de I'interval [0,2)

7.3 Potencies i cir el s
Per al calcul de poténcies i arrels de nombres complexos convé tenir I'expressid del nombre en forma

trigonometrica o polar, per tant és interessant donat un nombre complex saber passar de la forma bindomica

o cartesiana a la forma polar o trigonometrica i viceversa.

Donada la forma trigonometrica és senzill trobar-ne la forma bindmica o cartesiana

z=r(cosO+isin®) =rcosO+irsin® = a+bi = (a,b)

essent

a=rcosH

b =rsin®
Suposem ara que tenim un nombre complex en forma bindmica. Busquem el seu modul i en calculem
I'argument.

z=a+bi=z|](cosO+isin0)

per tant,

a = |z|cos®

b =|z|sin®

S a=0 e:g S b>0 i 6:37“ sib<0

b in O b
Si a#0 2_sm = 0 =arctan -
a cosO a

Observacié:  Fixem-nos que hi ha dos angles a [0,2m) tals que tenen el mateix valor de la tangent. Per
trobar el valor correcte de 8 hem de tenir en compte els signes de a i de b. Si a i b tenen el mateix signe,
la tangent és positiva i I'angle 6 es troba bé al primer quadrant (sia > 0 i b > 0), bé al tercer (sia <0 i
b <0).

Si a i b tenen signes diferents, la tangent és negativa i I'angle 6 es troba al segon quadrant (@ < 0ib > 0)
oalquart(@a>0ib<0).

Exemple 7.3.1 Expresseu en forma polar el nombre complex z = 1—i\/3
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Im Im

Pt

[
| 1 Re ! Re
[ : tan©

tan©

——X
i

Fig. 7.5 Fig. 7.6

Hem de calcular el modul i I'argument.

ol = /(12 +(=V3)? =V1+3=V4=2

5 arctan(—v/3)

0 = arctan

Comquea=1>0ib=—/3<0

St
0=—
3
i, per tant,
Z2=2s5
3

Definicié 7.3.1 (Exponencial complexa) Si x € R, es defineix

€™ = cosx+isinx

Observacié: Donat un nombre complex z, es pot expressar en forma trigonometrica com a
7 =|z|](cos® +isinB)
per tant, amb la definicié d'exponencial complexa
7= |z]e®
aguesta s'anomena forma exponencial d'un nombre complex.
Propietat 7.3.1 (Férmula de De Moivre) Si z és un nombre complex, z # 0

z=r(cosO+isin0)
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aleshores, sin € N, es demostra per induccié que
7' = |z]*(cosn6 + isinn®)
expressio que es coneix com a formula de De Moivre.

Exemple 7.3.2 Expresseu en forma binomica la suma:

1 1 1 1
S=1
T e Tary T

Es tracta de sumar els 28 primers termes d'una progressié geomeétrica i aplicar la férmula de De Moivre.
Recordeu que per calcular poténcies de nombres complexos el millor és tenir I'expressié trigonomeétrica o
polar del nombre complex.

Aguesta suma correspon a la suma dels 28 primers termes de la progressié geométrica de rad

1+i
Utilitzarem la férmula

ag — a,r
S, =

1—r

1 1
ir=-—
(14i) 1+i

essentay =1, a, =
Calculem el modul i I'argument del nombre 1+ .

1+i=V12+12=V2; 9:arctan%:g
Per tant, aplicant la férmula de De Moivre:

i

(1 + i)28 = (\/5)2828"

Calculem, doncs, I'expressio bindmica de la suma.

[ 1
a1 Vare U oas
(140 1+i (1+0)% e (L+0)*
528 _ 1 — i = " -
l
1 +i I+i
. -28 28
B (1+z)—<ﬁ%> .j_—i(1+i)+i(ﬁi )= _
= ; i 1 B

—28

= (1—i)+iv2 " (cos(—7m) +sin(—Tr)i) = (1 — i) +i(v2) " (~1) =
= 1-((vV2) " +1)i

Definicié 7.3.2 (Arrel n-esima d’un nombre complex) Siz € C in € N, es diu que el nombre complex u
és una arrel n-ésima de z si es compleix z = u"
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Propietat 7.3.2 (Calcul d’arrels n-ésimes complexes) Tot nombre complex no nul té exactament n arrels
n-ésimes complexes, que es calculen de la manera seqglent:

Siz = |z|(cos®+isin®), aleshores, els u;, € C tals que u} = z son

U = (|Z|)%(Cos9k+isin9k)
amb

04 2km
n

0, =

k=0,1,....n—1

Observem que aquests nombres complexos son tots diferents, ja que dos arguments 6, qualssevol amb
k=0,1,...,n—1 difereixen en menys de 2m.

Exemple 7.3.3 Resoleu I'equacio (2 +i)z* — (6 — 2i) = 0 al cos C dels nombres complexos.

Aquest problema es pot reduir al calcul de les ar-
rels quartes d'un nombre complex. En efecte, de
I'equacié donada es dedueix que

6—2i

4/ i (66— 21 ) Y35
240\ 24+i)(2—1i)

Primer de tot buscarem la forma trigonometrica del

nombre 2 — 2i

2-2i=+/38 <Cos (%) +isin (?))

Per tant, les quatre arrels que estem buscant son els

2 nombres complexos de modul
Fig. 7.7
VV8=13
i arguments:
r i
A I 75 L T
i i
T T e BT T e

Aquests quatre punts del pla que anomenem zy, 21,25 i z3 estan sobre una mateixa circumferencia centrada
a l'origen de coordenades i de radi v/8, tal com s'observa a la figura 7.7.

Observem que hi ha polinomis a coeficients reals que no tenen solucio, per exemple x> 41 = 0. El nombre i
es va introduir per tal de tenir una solucié d’aquesta equacio. El teorema fonamental de I'algebra estableix
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el fet que la introduccioé del nombre i proporciona solucions a qualsevol equacié polindbmica a coeficients
complexos.

Teorema 7.3.1 (Teorema fonamental de I'algebra) Qualsevol equacio
I Ha, 7. +ay=0 ay,ai,...,a, 1 €C
té almenys una arrel complexa.
Exemple 7.3.4 Considerem I'equacio al cos C dels nombres complexos:
P4 (=120 +(—=1+9i)z—2(1+5i) =0
a) Demostreu que té una solucio real | calculeu-la.
b) Busqueu les altres solucions de I'equacio.

¢) Demostreu que el triangle que determinen les tres solucions de I'equacio és isosceles.
Es tracta de resoldre una equacié de tercer grau en el cos dels nombres complexos. Recordeu que si un
polinomi a coeficients reals té una arrel complexa també és arrel la seva conjugada. En aquest cas aixd no
passa perque el polinomi té coeficients complexos.
a) Suposem z = r amb r real. Tindrem:
P4 (=1=2)r +(=1+9)r—2(1+5i)=0
gue separant la part real i la part imaginaria sera:
(P —r—r—2)+(=2r*+9r—10)i=0
Per tant, r haura de complir les equacions:
P—r—r—2=0 i —2r+9r—10=0

Solucionant la segona equacié tenim que r =2 o bé r =2,5. Perd r = 2,5 no compleix la primera
equacio, per tant, la solucié real de I'equacio és

r=2
b) Dividim el polinomi per z — 2. L'equacié que hem de resoldre es transforma en:
(z—2)(22+ (1 =2i)z+ (1 +5i) =0

és a dir, 22+ (1 —2i)z+ (1 +5i) = 0 que és una equacié de segon grau.

L —(1=2i) /(1 =22 —4(1+5i) —(1-2i)+/-7-24i
— 5 — 5 —

(120 £ (-3+4i) [ -2+43i
a 2 Tl 1=

(hem calculat /—7 — 24i resolent el sistema resultant de plantejar I'equacioé (a + bi)* = —7 — 24i,
perd també es pot calcular passant el nombre —7 — 24i a forma trigonomeétrica i calculant-ne I'arrel.)
Aixi, doncs, les tres solucions de I'equacié sén: z; =2,z = —2+3iizz=1—1.
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c) Comprovem que la distancia de z, a z; és la mateixa que la de z, a z3 tenint en compte que la
distancia es defineix com a d(z1,22) = |21 — 22

d(z2,2) = | —z1| = |(=2+3i) = 2| = | —4+3i| = /(42 +32 =5
d(22,23) = |22 — 23| = [(=2+3i) = (1 = i)| = | =3 +4i| =
=/(=3)2+4=5

A I'exemple que exposem a continuacié s'ha de treballar amb desigualtats, per tant és important recordar
que:

sia < b, aleshores a+c<b+c VceR
a—c<b—c VceR
ac < bc Ve e RT
ac > bc per a qualsevol nombre negatiu c € R

Exemple 7.3.5 Representeu el conjunt de tots els
nombres complexos z € C que satisfan cadascuna

15 de les condicions seguients:
! a) [2z] < |2z+1);
0.5
b) Re(%) —|—Im<i> <1,
2 15 1 05 0.5 1 15 ‘ <
0 {z€C: Re() <Im(2), | < 1}.

Es tracta de buscar aquests llocs geomeétrics tenint
. en compte la definici6 de modul, part real i part
imaginaria d'un nombre complex.

L5 Per poder representar graficament aquests conjunts,
convé recordar com es pot obtenir I'expressiod ge-
neral d'una circumferencia de centre i radi determi-
nats.

Fig. 7.8

a) Siz=x+4yi, es compleix que

22] < 22+ 1] & [2(x+yi)| < [2(x+yi) + 1] &
[2x+2yi| <|(2x+1) +2yi| <

\/(2x)2 +(2y)? < \/(2x+ )24 (2y)? <
4 +4y* <A +4x+ 1+ 4y &

—1 -
—_— X
4 =

gue representa el semipla corresponent a la part dreta de la recta vertical x = —i, com observem a
la figura 7.8.

Nombres complexos 97 m—



1 08 06 04 02

Fig. 7.9 Fig. 7.10

b) Siz=x+ yi, es compleix que

2 4
Re — —|—Im = < 1 =
z Z
2 4
Re - | +Im <l&
X+ yi X+ yi
2 x— vi 4 .
Re( 2 =Y1) tIm ¥ o
X2—|—y2 x2+y2
2x 2y . 4x 4y .
Re(}CZij2 x2+y2l> +Im<x2+y2 +x2+y21> <l&

2x n 4y
x2_|_y2 x2+y2
=24y —4y>0 -2+ 1+y —4y+4-1-4>0&

(=172 + (=20 >5=(V5)

<letdy<i4+y o

que representa |'exterior del cercle de centre (1,2) i radi v/5, com veiem a la figura 7.9.
Q) Siz=x+yi, es compleix que

Re(z) <Im(z) & x<y
lZP<l1e (Ve2+y) P <lex+y? <1

El conjunt que busquem son els punts que pertanyen a la interseccié del semipla x <y amb el cercle
de centre (0,0) i radi r = 1, com s’observa a la figura 7.10.

Per consolidar els nombres complexos fent més exercicis, podeu treballar amb la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Polinomis reals

En aquest capitol estudiarem els polinomis definits a nivell de matematiques elementals i ens interessa
recordar-ne les operacions algebraiques i I'estudi de les arrels i factoritzacié dels polinomis. En un curs
més elevat d'algebra, es defineixen els polinomis com una successid de nombres i de manera totalment
coherent amb el que ara estudiarem.

8.1 Definicions i exem pl e mmmmmmmm— e ——
Definicié 8.1.1 (Polinomi) Definim un polinomi real com a

px)=ay+ax+-+a, X' +ax"

essent ag,ay,- -+ ,a, hombres reals que s'anomenen coeficients i x una variable indeterminada. Aquesta
forma s’anomena expressié canonica del polinomi.

1. Sia, # 0 direm que aquest polinomi té grau n.
2. Anomenem R[x] el conjunt dels polinomis reals, és a dir, dels polinomis amb coeficients reals.

3. Direm que dos polinomis sén iguals si tenen iguals els seus coeficients respectius. Per tant, donats
dos polinomis p(x) = ap+ax+---+a,x" i g(x) = bo+byx+---+b,x", direm que

(p(x)=q(x)) <= (n=m i a;=b; Yi=0,1,---,n)

Definicié 8.1.2 (Funcio polinomica) A tot polinomi real p(x) = ag+ayx+ -+ +a, X"~ + a,x" se li pot
associar una funcio f : R — R definida per

f(x)=ap+ax+-+a, X' '+ax" VxeR
anomenada funcié polinomica associada al polinomi.
Exemple 8.1.1 (Exemples de funcions polinomiques)

1. Funcié constant: f(x) =a

2. Funcié afi: f(x) =ax+b, a#0

3. Funcié quadratica: f(x) = ax*+bx+c, a#0
4. Funcio cubica: f(x) =ax’ +bx*+cx+d, a#0
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8.2 Al ge b e @ 1.0 1110 1S 15—
Si p(x) i g(x) son dos polinomis reals
p(x)=ayt+ax+---+ax" i q(x)=by+bx+---+b,x"
definim
1. suma

p(x)+q(x) = (ao+bo) + (a1 +by)x+ -+ (a, + b, )x"

essent r = max{m,n}
2. producte per escalar
Ap(x) = Aag+Aajx+---+ha,x" (essent A € R)
3. producte

p(x)g(x) =co+crx+ - 4 o

Onch:Zaibj (Oglgna()gjgm)
i+j=h vh:o717...7n+m

Exemple 8.2.1 Si p(x) =2x° +5x—7 i g(x) = x* — 2x+ 1 calculeu p(x) 4+ q(x) i p(x)q(x).

Per sumar i multiplicar polinomis s’acostumen a escriure tal com ho farem en aquest exemple. Aquesta
metodologia permet simplificar molt el calcul d’aquestes dues operacions.

suma
2x° +5x -7

XX —2x +1

233 +x* +3x —6

D’aquesta manera obtenim p(x) + g(x) = 2x> + x> +3x — 6.

producte
2x3 +5x -7
X —2x +1
23 +5x -7
—4x* —10x*> +14x
2% +5x° =7

2% —4x* 47X =17 +19x -7

D’aquesta manera obtenim p(x)g(x) = 2x° — 4x* +7x* — 17x* + 19x — 7.
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Exemple 8.2.2 Donats els polinomis p(x) = 1x* —4x+ 1, q(x) =3x* =2 + 1x+4 i r(x) =53+

2
2x° — tx+ 2, calculeu p(x)+q(x) + r(x).

1/2x° —4x  +1/4
-2 3x* +1/3x +4
3/4x>  +5x —1/5x  +3/2

—3/4x> +8x* —58/15x +23/4

Exemple 8.2.3 Quins valors han de tenir a, b i ¢ per tal que la suma dels polinomis p(x) = 3x* —bx —c,
q(x) =ax* +4x—35 i r(x) = 2x* — 6x — 4 sigui nul-la.

p(x) +q(x)+r(x)=(5+a)x* - (2+b)x—(9+¢c)=0

Igualant els coeficients s'ha de complir

54+a=0 a=-5
24+b=0 per tant b=-2
94c=0 c=-9

Exemple 8.2.4 Donats els polinomis p(x) = —12x* +5x* — 3x+8, g(x) = 6x° +8x* — 19, r(x) = 14x* —
7 +5x+9 i s(x) = —x*+7x*> —3x+6. De la suma dels dos primers, resteu la diferéncia dels altres
dos i comproveu que:

(p(x) +q(x)) — (r(x) —s(x)) = —27x* +13x° +20x* — 11x— 14

Primer de tot calculem els polinomis

| p=-12-x*+5-x2-3-x+8 =» —12-x+5-x2-3-x+8 .
| g=6-x748-x2-19 = 6-x3+8-x2-19 pl)+qlx) 1 rlx) —s(x)

| r=14x8=7 %346 x+9 =» 14-x4=7-xI+5-x+9 p(x) +q(x) = —12x* + 6" + 13x* — 3x — 11
| s=-x147-x2-3 %46 =» -x"47.-x2-3-x46 r(x) —s(x) = 15x* = 7x° = 7x* +8x+3
| (p+eap—(r-s) = -27-x*+13-x3+20-x%-11-x-14

i ara fem la diferéncia

(p(x) +q(x)) — (r(x) —s(x)) = —27x* +13x° +20x* — 11x — 14
l-lustrem aquests calculs amb WIRIS

Exemple 8.2.5 Calculeu I'expressié canonica del polinomi

Pl =302~ 1)(x+2) 536+ 2)(0.2¢ 41 1)

3
3x? -3
x +2
6> —6
33 —3x

3P —1)(x+2)= 3x* +6x> —3x —6
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2/10%2 x o —1)5
5/3x 4252
50/200 +25/2x —25/10
10/30x*  45/3x* —5/15x
5(1/3v+5/2)(0,22 +x—1/5) = 1/38 +25/62 +73/6x  —5/2

33 +6x? —3x —6
L1368 —25/6x —T3/6x +5)2

8/3x +11/6x* —91/6x —7/2

Per tant,

1 5 1 8 11 91 7
3(*—1)(x+2) —5(§x+ 5)(0,2x2+x— §) = §x3+gx2— < "3

Propietat 8.2.1 Si anomenem gr[p(x)| el grau d’un polinomi p(x), es compleix que

grlp(x) +q(x)] < max{grp(x)], grlg(x)]}

grip(x)q(x)] = grip(x)] + grlg(x)]
Propietat 8.2.2 A R[x] es compleix que si p(x) i g(x) sén dos polinomis reals, aleshores

1. p(x)g(x) = 0= (p(x) =0 0 bé q(x) =0)
2. Un polinomi p(x) amb gr[p(x)] > 1 no té invers, és a dir, la relacio p(x)g(x) =1 només es compleix
si p(x) i g(x) son constants (constants inverses).

8.3 Diviisio e o liN o M mmm—————

Si p(x) i g(x) # 0 son dos polinomis reals, dividir p(x) entre g(x) vol dir trobar dos polinomis ¢(x) i r(x),
gue anomenarem quocient i residu de la divisio, tals que:

1. p(x) = q(x)c(x) +r(x)
2. grir(x)] < grlg(x)] o bé r(x)=0
Si r(x) = 0 direm que la divisi¢ és exacta i direm que p(x) és multiple de (o divisible per) g(x) i que g(x)

és divisor de (o que divideix) p(x).

8.3.1 Algorisme de la divisié

Suposem que n > m p(x) = ag+ayx+ -+ ax" (dividend)
g(x) = b+ bix+ -+ bx™ (divisor)
c(x) =co+cix+--+ X" (quocient)
r(x) =ro+rx+---+r, X" " (residu)
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Donats p(x) i g(x) per obtenir ¢(x) i r(x) es fa servir el seguient algorisme:

anxn+...
(anlxn_l + -

a2 -

VX A

essent

(Pi(x) = 04 X" -0l
p2(x) = Buox" 2+ + By

pnfm(x) = mem+ e +YO
) = f 0"
Cx) = o+ o

_q
cnfm—ﬁ

_ %1
Cnm—1 = bm

_ Buo
Chn-m—2 = Zm

r(x) = pu-m(x) —q(x)co

- tay | b X"+ -+ by
-+ 0O

rmilxmfl_i_

1By

.._|_r0

C,,,mx"_m + e _|_ CO

Fixem-nos que fins ara hem escrit els polinomis en forma canodnica en poténcies creixents o bé decreixents
de manera indiferent. Per utilitzar I'algorisme de la divisié que acabem d’exposar, els polinomis sempre

han d’estar escrits amb la forma candnica i en poténcies decreixents.

Exemple 8.3.1 Donats els polinomis p(x) = 4x* —x* 4+ 2x+1 i q(x) =x* —3x+5 trobeu el quocient i

el residu de la divisio entre p(x) i g(x).

4x* —x? +2x  +1 ‘x2—3x+5
—(+4x —12x +20x X"+ 12x+
4yt 1223 20x2 452+ 12 15
12x3 —21x% +2x
—(+124° —36x* +60x)
15x> —58x  +1
(4152 —45x 475)
—13x -74

Per tant, c(x) =4x* +12x+ 15 i r(x) = —13x—74.
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Aquesta divisio de polinomis es pot escriure com a

4x* — x4+ 2x+ 1 —13x—74
— 4 1215
x2—3x+5 r e +x2—3x+5

Exemple 8.3.2 Donats els polinomis p(x) = 2x* +x> —3x+7 i q(x) = 3x*> + 5 trobeu el quocient i el
residu de la divisio entre p(x) i q(x).

2x3 +x? —3x +7 | 3x*+5

— (424 +10/3x) 2/3x+1/3

x> —19/3x +7
—(+x* +5/3)

~19/3x +16/3

19 16
——X

2 1
Pertant, c(x) = zx+ = i r(x) = 3 + 3

33

Aquests calculs es poden fer amb WIRIS i obtenim el mateix resultat.

|p=2-x3+x2=3-x+7 =» 2:-x3+x2-3-x+7
| g=3-x2+5 =» 3-x245

divisio_entera{p,q) = {%-JH%, —13—9-x+ ?}
Exemple 8.3.3 Calculeu @ essent
q(x)
1 19 7 1
p(x) = 6x4—€x3+11x2+§x+45 i q(x)= §x3—3x2—8x—9.
1/6x* —19/6x° +11x* +15/2x +45 ‘ 1/3x> —3x* —8x—9
—(+1/6x* —3/2x*  —4x* —9/2x) 1/2x—10/2

—10/6x* +15x* +12x  +45
—(—=10/6x*> +15x° +40x +45)
—28x

Per tant,

essent
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8.3.2 Regla de Ruffini

Un cas particular de divisié de polinomis és quan dividim per un polinomi de primer grau, per exemple, si
q(x) =x—oa.

-1
ax"+a,_ X" '+ H+ag| x—a

To Co 1 X"y X4 g = c(x)

amb
Coi =0y, c;i=a; 1 +0c; 1 (i=n—2,n—3,---,0), ro=r(x) =ay+ 0«

Per calcular aquests coeficients, podem escriure-ho de la forma seglent, que s'anomena regla de Ruffini.

a, ap—1 ay—> o ag Ao
oc,-1 Oc,n, -+ 0Ocy 0Oy

‘ Ch—1 Cp—2 Cn-3 IR )] I

Exemple 8.3.4 Calculeu el quocient i el residu de dividir p(x) = 3x* —x*> +2x—1 entre q(x) =x—2.

o

Aplicant la regla de Ruffini

30 -1 2 -1
2 6 12 22 48

13 6 11 24 47

Deduim que ¢(x) = 3x° +6x* + 11x+24 i r(x) =47.

8.4 Maxim comu divisor i minim como multiple

Definicié 8.4.1 (Maxim comu divisor) Donats dos polinomis reals p(x) i g(x) no nuls, direm que d(x) és
el maxim comu divisor de p(x) i g(x) si és el polinomi de major grau possible que divideix p(x) i q(x).

Farem servir la notacié d(x) = med|p(x),q(x)]

Direm que p(x) i q(x) sén primers relatius quan gr{d(x)] = 0.

Definicié 8.4.2 (Minim comu multiple) Donats dos polinomis reals p(x) i g(x) no nuls, direm que m(x)
és el minim com multiple de p(x) i g(x) si és el polinomi de menor grau possible que és multiple de
p(x) i de q(x).

Escriurem m(x) = mem[p(x),q(x)]

8.5 Arrels de polinomis 1

Definicié 8.5.1 (Arrel) Considerem p(x) = ag+ a;x+ - - -+ a,x" un polinomi real. Si A € R, es defineix el
valor numeéric d’un polinomi com a p(A).
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Direm que r és una arrel de p(x) si p(r) = ay+air+---+a,r" =0, és a dir, si p(x) és divisible per x —r,
que equival a dir

p(x) = (x—r)g(x) essent g(x) un polinomi real.
Direm que r és una arrel multiple d’ordre oo € N si

px) = (x—r)"q(x) i q(r)#0

Hem vist que r és arrel de p(x), si p(x) =0, és a dir, si r és solucié de I'equacio p(x) = 0. Per tant, és
equivalent trobar les arrels de p(x) a resoldre I'equacié p(x) = 0. A continuacié donarem exemples de
resolucio d’equacions polinomiques senzilles.

Equacions lineals:

b
ax—i—b:Oéx:—a sia#0

Equacions quadratiques:

—b+Vb*—4
ax2+bx+c:0:>x:2—aC sia#0
a

Leonardo da Pisa (1180-1250) més conegut com a Fibonacci o “fill de Bonaccio” era un mercader italia que
es coneix sobretot per la seva obra Liber abaci en qué va estudiar |'equacié cubica x* +2x> + 10x = 20 i va
donar I'aproximacié més precisa d'una arrel irracional d’una equacié algebraica a Europa fins al moment,
o fins i tot durant almenys els 300 anys segUents.

El francés Francois Viete (1540-1603) va proposar una nova forma de resolucié de la cubica, pero va ser
Albert Girard (1590-1633) qui va donar la formulacié clara i precisa de les relacions entre arrels i coeficients
al 1629 en la seva obra Invention nouvelle en I'algébre.

La relacié entre la solucié d'una equacio de tercer grau i els coeficients no és immediata. Per resoldre
aquest tipus d’equacions utilitzarem el métode de Ruffini o bé métodes d'aproximacio.

Proposicié 8.5.1 Considerem p(x) = ag+ a;x+ -+ a,x" un polinomi que té tots els seus coeficients
enters (ay,a;, - ,a, € 7).

1. Si p(x) = 0 té alguna solucio entera r € Z, aleshores r ha de ser un divisor del terme independent
ap de p(x).
2. Sir € Zés solucio de p(x) =0, aleshores

p(1) és multiple de r—1
p(—1) és mdaltiple de r+1

3. Sit e Qéssolucio de p(x) = 0, aleshores

p és divisor del terme independent a, de p(x)
q és divisor del coeficient dominant a, de p(x)

(Observacio: Si a, = 1 I'equacio p(x) = 0 no té soluciéns racionals no enteres.)
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Aquesta propietat és molt Util per temptejar les possibles arrels d'un polinomi a I'aplicar, per exemple, la
regla de Ruffini.

Exemple 8.5.1 Trobeu totes les arrels del polinomi
plx) =2x° —3x° = 3x* +6x° —6x* —6x+4

sabent que dues de les seves arrels sdn enteres i una altra és racional.

Sabem per I'apartat 1 de la proposicio 8.5.1 que les possibles arrels enteres de p(x) = 0 estan entre els
divisors de 4, per tant, en aquest cas les possibles arrels enteres sén +1, +2 i +4.

2 -3 -3 6 -6 -6 4

1 2 -1 —4 2 -4 —10
2 -1 -4 2 -4 -10| -6
Per tant, x = 1 no és arrel.

2 -3 -3 6 -6 -6 4
-1 -2 5 -2 —4 —-10 —4
2 -5 2 4 —10 4 0

2 4 -2 0 8 —4

2 —1 0 4 =2 0

Per tant, —1 i 2 sén arrels. Busquem ara l'arrel fraccionaria. Per I'apartat 3 de la proposicié 8.5.1 I'arrel
pot ser r = g essent p divisor de —2 i g divisor de 2, per tant les possibles arrels fraccionaries son i%.

2 -1 0 4 -2
1 00 2

2 00 4] 0

Per tant, % és arrel. Queda per resoldre el polinomi 2x* +4 = 0, que té solucio al cos dels complexos C.

1/2

20 +4=0=x"+2=0
Calculem, doncs, les arrels cubiques de —2, tal com s'explica al capitol anterior (nombres complexos).
x = v/—2 té tres solucions a C
X = (\3/5)600 X2 = (\3/5)1800 X3 = (\3/5)3000
Per tant, les arrels del polinomi
p(x) =2x" =3 = 3x*+6x° —6x° —6x+4=0
son —1, 2, % —3/2, (V2)e00, (V2)3000-

En aquest exemple veiem que hi ha polinomis amb coeficients reals que tenen arrels complexes. D'aquest
fet en diem que R no és algebraicament tancat.
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1 Maple 7 - [maple.mws - [Server 1]] = _||:|| ﬂ
@ File Edit Wiew Insert Format Spreadshest Options  Window  Help _|E| ﬂ

[Cl=[®[R[=] [ [=@] [>]7] [Z]T]] [5[F] [<]=] [©] [s[=2[a] [1] |

[> E

[> roots (2% 6-3*x"5-3*x 4+6%x"3-6%x"2-6%x+4) ;

{[2, 1],[%, 1}, G ¢ 1]}

:> factor (2*x"6-3*x"5-3*y"4+6*x"3-6*x"2-6%x+4d) ;

B i b T L T 00

2l

[ Time: 115 |Bytes: 3.00M | Available: 550M |

Amb MAPLE podem obtenir les arrels i factoritzacié a R amb les seglients instruccions i resultats.

8.6 Factoritzacio canonica c’un (o /in o i

Definicié 8.6.1 (Polinomis complexos) Anomenem Cl|x] el conjunt de polinomis complexos, és a dir,
polinomis amb coeficients complexos.

Teorema 8.6.1 (Teorema fonamental de I'algebra) Tot polinomi complex p(x) de grau n té exactament
n arrels complexes ' i es pot descomposar en producte de polinomis primers de grau 1, és a dir, si les
arrels de p(x) =ap+ax+---+a,x" son zy,---,z € C amb ordres de multiplicitat o, , 04 € N
respectivament, aleshores

p(x):an(x_zl)“l...(x_zk)uk (061+"’+06k:”)
Propietat 8.6.1 Si p(x) = ap+aix+---+a,x" €R[x], é a dir, és un polinomi real que té com a arrel
d’ordre a. el nombre complex z, aleshores Z també és arrel d’odre o. de p(x). Es a dir, si p(x) té per arrel el
nombre complex z = u+ iv, aleshores el seu conjugat 7 = u — iv també és arrel de p(x) i, per tant, p(x)
és divisible per
(x—z)(x—2) = (x—u)*++*

Raoneu com d'aquesta propietat i del teorema fonamental de I'algebra es dedueix que a R|[x] els polinomis
irreduibles tenen com a maxim grau 2.

T Recordem que R C C, per tant, les arrels de p(x) poden ser reals.
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Propietat 8.6.2 Si les arrels d’un polinomi real p(x) = ao+ - -+ a,x" sén

r,-- e (reals) amb multiplicitat oy, - -, 0 }

u; tivy, -, u, £iv, (complexes) amb multiplicitat By,--- B
aleshores,
p(x) = a,(x—r) - (x =)™ [(x =)’ +Vﬂﬁl s [ w)? 4 vy g

(observem que oty + -+ 04 +2(B1+ -+ Bn) =n)

Exemple 8.6.2 Calculeu el polinomi unitari de quart grau amb coeficients reals sabent que i és arrel simple
i1 és arrel doble.

1 arrel doble = factor (x—1)?

i arrel simple = —iarrelsimple = factor (x—i)(x+i)
Per tant, el polinomi és:
(x—12x—i)(x+i)=F -2+ 1) +1) =x" -2 +x* —2x+ 1
Exemple 8.6.3 Trobeu les arrels de I'equacio
2643 — 128 = Tx+6 =0

i doneu la descomposicio factorial del polinomi.

Sabem que les arrels enteres del polinomi estan entre els divisors del terme independent de I'equacié (en
aquest cas, 6), per tant les possibles arrels enteres sén +1, £2, £3 i £6.

2 3 12 -7 6
~1 2 1 13 -6
2 1 -13 6| 0
2 4 10 —6
2 5 3] 0
-3 -6 3
> o

Per tant, —1, 2, —3 sén arrels i la descomposicié factorial és:
20 30 — 12 = Tx+ 6= (x + 1) (x —2)(x+3)(2x— 1)
Comque2x—1=0=x=—1

Les arrels de I'equacio 2x* 4-3x* — 12x* — 7x+6 = 0 son —1, 2, =3 i 1 i podem escriure la descomposicio
seguent:

1
2 30 — 127 = Tx+ 6 =2(x+ 1) (x —2) (x +3) (x — E)
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Amb WIRIS podem obtenir el mateix resultat

1
arrels{Zx* +3x3-12x2-7Tx+6) =» {—3, -1,2, 5}

| factoritza(2x? +3x3 - 12x2 - Tx+6) =» (x—2)- (x+1)- (x+3)-(2-x~1)

Exemple 8.6.4 Trobeu les arrels de I'equacio
8x* —36x° +32x° +16x— 12 =0

i doneu-ne la descomposicié factorial.

Les possibles arrels enteres del polinomi sén els divisors de —12, és a dir: £1, £2, +3, £4, +6, +12.
8 —36 16 16 —12

3 24 36 —12 12
8§ —12 —4 4| 0
1/2 4 4 —4
8 -8 -8/ 0

Si resolem I'equacié 8x> — 8x — 8 = 0 obtenim com a resultat

1+VI2+4  1+4/5
_x: P
2 2

Podem factoritzar aquesta equacié de segon grau

8 <x+ 1+2\/§> (x— 1_2\/§>

1 1445 i 1—-/5

Per tant, les arrels de I'equacié son 3, —,
9 2 2 2

8(x—3)< —%) (x—l— 1+2\6> (x— 1_2‘G>

Per consolidar |'estudi dels polinomis visualitzeu la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection

i podem escriure la descomposicié seglient:
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Trigonometria.
Funcions trigonometriques

La trigonometria i les funcions trigonometriques tenen molta importancia en gairebé totes les assignatures
de les diferents titulacions d’enginyeria, per tant és indispensable el seu bon coneixement.

Els egipcis i babilonis ja coneixien i havien utilitzat propietats relatives a les raons entre els costats de
triangles semblants, encara que sense escriure-ho de manera explicita. Es diu que Thales de Milet (ca.
624-548 a. C.) i Pitagoras de Samos (ca. 580-500 a. C.) van aprendre geometria a Egipte i a Babildnia.

Amb els grecs ens trobem per primera vegada amb un estudi sistematic de les relacions entre els angles
centrals d'un cercle i les longituds de les cordes corresponents. A les obres d'Euclides (aprox. 300 a.
C.) no hi ha trigonometria en el sentit estricte, perd si que hi ha teoremes equivalents a lleis o férmules
trigonometriques concretes. A la segona meitat del segle Il a. C. sembla que es va compondre la primera
taula trigonomeétrica per part de I'astronom Hiparc de Nicea (180 a. C., 125a. C.) i des de I'época d'Hiparc
fins a I'edat moderna no hi va haver res semblant a les nostres raons trigonomeétriques.

El frances Francois Viete (1540-1603) esta considerat el pare de la visi6 analitica de la trigonometria. Ell
va considerar la trigonometria com una branca independent de la matematica i va calcular unes taules de
les sis funcions trigonomeétriques per a angles de minut a minut, encara que llevat de la funcié sinus no va
utilitzar els noms actuals de les funcions trigonometriques.

Us trobeu en un punt de creuament del Meridia Vel
amb el Meridia de Paris, un segment del qual, el que
de Dunkerque a Barcelona, va ser utilitzat per definir la
unitat de longitud del metre (m).

L'any 2000 es van commemorar els dos segles d
l'existéncia d'aquesta mesura i, per celebrar-ho, els gove
catala i francés van tracar el recorrequt del Meridia Ve
que coincideix parcialment amb el Meridia de Paris.

Fig. 9.1 Definici6 de la unitat de longitud (el metre)
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Entre les aplicacions a la trigonometria podem destacar la resolucié de triangles i el seu Us en topografia.
Una de les fites més importants en topografia fou la mesura, mitjancant triangulacions, de I'arc meridia
gue hi ha entre Paris i Barcelona, i aquesta mesura es va fer servir per donar la primera definicié de metre,
base del sistema meétric decimal. Si aneu d’excursié per la pista forestal que va d’Ogassa a Camprodon, a
la comarca del Ripollés, passareu per aquest meridia i hi trobareu un petit monument que fa referéncia a
la unitat de longitud del metre.

9.1 Mesura d'cmgles L

El primer objectiu d'aquest capitol és familiaritzar-nos amb els diferents sistemes de mesura d’angles: el
sexagesimal i el radian. La mesura en radians és la més usada en calculs cientifics. Els angles positius sén
els que es medeixen en sentit contrari al de les agulles d'un rellotge, i els negatius en el sentit de les agulles
del rellotge.

Fig. 9.2 Angle positiu Fig. 9.3 Angle negatiu

Recordem que en una circumferéncia, un angle de “volta sencera” s'associa a 360 graus, “mitja volta”
és 180 graus, i per tant “un quart de volta” és I'angle de 90 graus.

Una altra unitat de mesura d'angles és el radian.

Definicié 9.1.1 (Radian) Un radian, que notarem
rad, és la mesura d’un angle que determina un arc
de circumferencia de longitud igual al radi.

Donat que la longitud d’un cercle de radi r és 2mr,
1 rad una circumferéencia de radi 1 té 27 radians.

Per tant, la mesura d'un angle de 360° en radians

Fig. 9.4 Definicié de radian és 21T
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Propietat 9.1.1 (Relacio entre graus i radians) Com 180° =T,

10

~ 180

180°
lrad = — (radians = graus)

rad (graus = radians)

Les conversions més usuals son

s T

30° = 3 rad 90° = 5 rad
o
45° = 1 rad 180° = 1 rad

60° = g rad  360° =21 rad

A partir d’aquest moment, la mesura dels angles vindra donada en radians.

9.2 Trigonometriu L

Les raons trigonomeétriques es poden definir com a quocients entre els costats d'un triangle rectangle o bé
considerant el cercle unitat. La primera definicié es fa servir sobretot a Navegacié i Astronomia, on un dels
problemes més tipics és calcular tres dels sis elements (costats i angles) d’un triangle, coneguts els altres

tres. La segona definicié és la que es fa servir normalment a Fisica, Electronica i en general als estudis
d’'Enginyeria.

Definicié 9.2.1 (Trigonometria en triangles rectan-

gles) Si0 < 6 < 7, es defineix
hipotenusa catet sinB — @Lposan‘
oposat hipotenusa
catet adjacent
0 cos) = ——M——
hipotenusa

catet adjacent catet oposat

Fig. 9.5 catet adjacent

y Definicié 9.2.2 (Trigonometria en el cercle unitat)
Si 0 és un angle qualsevol, definim

. r
smer cosec 0 = —
r
. (x,y)

| X r

o |\ cosh = - sec O = —

- ‘ : r X

X

tanGzX cot 0= -

X y

Fig. 9.6
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Propietat 9.2.1 (/dentitats)

t = tO= -
nd cos0 cot sin© sec® cos0
cosec 6 ! tan© !
= anh = ——
sin©® coto

Propietat 9.2.2 (/dentitats pitagoriques) Del teorema de Pitagores es dedueix
sin?@+cos’0 = 1
i aplicant les definicions de tan®, sec i cot® podem deduir

tan’0+ 1 = sec’O

cot’0+ 1 = cosec?0

Propietat 9.2.3

T T T T
=101 ¢ 4|3 2 T
. 1 | V2| V3
Slﬂe 0 5 7 7 1 0
V3 V2ol
1| — | — — —1
cos0 5 > > 0
tan© 0 ? 1 V3 | no definida 0

Propietat 9.2.4 (Formules de reduccio)

sin(—6) = —sin®
cos(—0) = cosO
tan(—0) = —tan®
sin® = —sin(0 — )
cos® = —cos(0 —m)
tan® = tan(0 — )
cos® =sin(0+ %)

Aguestes férmules son Utils i interessants perqué conegut el valor d'una funcié trigonometrica permeten
deduir el valor de les altres.

Propietat 9.2.5 (Suma i diferéncia d’angles)

sin(0+ ¢)
sin(60— )
cos(0+¢) = cosOcosd —sinOsind

08(60 — ) = cosOcos O+ sinOsind

= sinOcos ¢+ cosOsin @

=sinBcosd — cosOsind

o

s | 14 Fonaments de cdlcul



Propietat 9.2.6 (Angle doble i meitat)
sin20 = 2sinBcos 0O
0820 =2cos?0—1=1—2sin’0 = cos?0 —sin’ O

1
sin”@ = 5(1 —c0s260)

1
cos’0 = 5(1 +¢0s260)

. . . 0 0
que també podem escriure com a: sin© = 2sin 5 cos 5

2g—sin29

cos0 = cos
2

6 1
i 2— = — —
sin” > 2(1 cos0)

0 1
2
cos”— = —(1+cosB
5 =5l )
Una de les aplicacions classiques de la trigonometria consisteix a resoldre triangles i, per aixo, cal estudiar
guines sén les relacions existents entre els sis elements fonamentals del triangle, que son els tres costats
a, b, cielstres angles A, B, C. Sabem que A+ B+ C = w radians, pero quina relacié hi ha entre els tres

costats d'un triangle qualsevol? | entre costats i angles?

Hi ha dues relacions fonamentals per resoldre qualsevol triangle: el teorema del sinus i el del cosinus.

Teorema 9.2.2 (Teorema del sinus) En un triangle qualsevol de costats a, b, ¢ i angles A, B i C (veure
figura 9.7) es compleix

a b c

sinA  sinB  sinC

Teorema 9.2.3 (Teorema del cosinus) En un triangle qualsevol de costats a, b, ¢ i angles A, B i C (veure
figura 9.7) es compleix

@’ = b*+c* —2bccosA

c=136

Fig. 9.7 Fig. 9.8
Exemple 9.2.1 (Resolucio de triangles rectangles) L'angle des d’un punt de I'horitzontal del terreny cap

al punt més alt d’una torre situat a 36 metres del peu de la torre és de 35°. Trobeu I'alcada de la torre i la
distancia del punt del terreny a I'extrem de la torre.
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Com que

b
tanB = — = b =ctanB
C

d'on

b=1252m

Per trobar la distancia a tindrem en compte que

b
sinB = —
a
d'on
b
a=——=439m
sinB

Exemple 9.2.2 (Resolucid de triangles no rectangles) Discutiu totes les construccions possibles de triangles
amb angle A = , i costats b =100 cm / a = 40 cm.

Del teorema del sinus sabem que

a b
sinA  sinB
d’on
c bsinA
sinB = s
a
Fig. 9.9 .
i en el nostre cas
100-1 50
inB = 2 - =125>1
- 40 40

Per tant, no hi ha cap triangle amb aquestes dades.

9.3 Funcions trigonométriques L

Les funcions trigonomeétriques son les funcions sinus, cosinus, tangent, cotangent, secant i cosecant.

9.3.1 Funcié sinus
sin: R — [—1,1]

X — sinx

= Dom(sin) =R
= Im(sin) = [—1, 1] = la funci6 sinus és fitada.
= La funcié sinus és periodica, de periode 2.
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0.8

0.6

0.4

0.2

6 4 2 4 6 -6 —4 2 4 6
X 2] X
—0.4%
—0.6
-0.87
,1;
Fig. 9.10 Grafic de la funcio sinus Fig. 9.11 Grafic de la funci6 cosinus
9.3.2 Funcié cosinus
cos: R — [—1,1]
X — CcOosx
= Dom(cos) =R
= Im(cos) = [—1,1] = la funcié cosinus és fitada.
= La funcié cosinus és perioddica, de periode 21t.
9.3.3 Funcié tangent
tan: R — R
X — tanx
6 -4 2 4 6 4 6
Fig. 9.12 Grafic de la funci6 tangent Fig. 9.13 Grafic de la funci6 cotangent
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» Dom(tan) =R — {Z+kn, k€ Z}
= La funcié tangent no és fitada.
= La funcié tangent és periddica.

9.3.4 Funcié cotangent

cot: R—{km, keZ} — R
COSX
X — COotx = ——
sinx
9.3.5 Funcié secant

sec: R—{kn+% keZ} — R

1
X — SeCX = ——
COSX
9.3.6 Funcié cosecant
cosec: R—{km, keZ} — R
1
X — COSECX = —|—
Simmx
8
6
4
=10 -8 -6 -4 2 4 6 8 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8
-2 -2
-4 -4
-6 -6
-8 -8
-10 -10
Fig. 9.14 Grafic de la funci6 secant Fig. 9.15 Grafic de la funci6 cosecant

9.4 Funcions trigonomeétriques inverses

Les funcions trigonometriques inverses ens permeten resoldre el problema de trobar quin és I'angle o
angles que corresponen a un valor determinat d'una funcié trigonométrica.
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Tal com veurem amb més detall al capitol 11, Unicament per a aquelles funcions f : A — B que siguin
bijectives, és a dir, que per a tot yo € B, f~'(yo) = {xo} sera possible construir una funci6 f~': B — A
tal que

\V/X() €A (f71 Of) (X()) = Xy
i
Yo €B (fof ")) =

Les funcions trigonometriques no sén injectives en tot el seu domini, per tant no sén bijectives, perd
aquesta dificultat la podem superar prenent com a domini de la funcié un subconjunt de R tal que sobre
ell la funcié sigui injectiva i el recorregut de B coincideixi amb el de la funcio original.

9.4.1 Funcié arc sinus

La funcio arc sinus és la inversa de la funcio sinus, considerant

T T

33—

sin : [

perqué en aquest interval la funcioé sinus és injectiva.

Definicié 9.4.1 (Funcio arc sinus)

arcsin: [-1,1] — [-

SIE]

]

T
29
X — y =arcsin x & siny =x
Es important comentar que hi ha autors que la funcié arcsin x I'anomenen sin™' x. Observeu que sin™' x

no és igual que —.
sinx

05

-1.5 71

Fig. 9.16 Grafic de la funci¢ arc sinus Fig. 9.17 Grafic comparatiu de les funcions sinus i arc sinus

Observem que aquest grafic i el grafic de la funcié sinus sén simetrics respecte a la recta y = x i aixd
s'explica pel fet que son funcions inverses una de I'altra.
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Propietat 9.4.1 Es compleix que

arcsin(sinx) = x

sin(arcsinx) = x

9.4.2 Funcié arc cosinus
Com que la funcié cosinus és estrictament decreixent a l'interval [0,7] i @ més a més es compleix que
cos([0,m]) = [—1,1], si restringim la funci6 a I'interval [0, 7] podem definir la funcié inversa del cosinus
que s'anomena arc cosinus.

Definicié 9.4.2 (Funcié arc cosinus)

arccos: [—1,1] — 0,7

X — Yy tal que cosy =x
15
.
y
05
1 — T T T T
1 —~4 2 0 2 4
1 by
] 5
-1 -0.5 04 0.5 1 -17]
X
il 15
-1
Fig. 9.18 Grafic de la funcio arc cosinus Fig. 9.19 Grafic de la funcio arc tangent

9.4.3 Funcié arc tangent

Com que la funcio tangent és estrictament creixent a l'interval (—§7 g) , podem definir la funcio inversa
que s'anomena arc tangent.

Definicié 9.4.3 (Funcio arc tangent)

arctan: R — (— ,%)

b
2
X — y tal que tany = x
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9.5 Funcions hiperb o i ] U e S 1

Les funcions hiperboliques son semblants a les trigonométriques perqué tenen la mateixa relacié amb la
hipérbola que les trigonomeétriques tenen amb la circumferéncia. Es per aquest motiu que s'anomenen
funcions hiperboliques. Les funcions trigonomeétriques també s'anomenen circulars perqué es defineixen
sobre una circumferencia de radi 1, entenent que I'angle ¢ de la figura 9.20 es mesura en radians.

De la mateixa manera, si en lloc de considerar una circumferéncia de radi 1 considerem la hipérbola
x> —y> =1, tenim (veure la figura 9.21):

(cost,sint)

Fig. 9.20 Trigonometria circular Fig. 9.21 Trigonometria hiperbolica

ont € R. En aquest cas la variable ¢ no representa un angle, sin6 el doble de I'area del sector ombrejat a
la figura 9.21.

Definicioé 9.5.1 (Funcio sinus hiperbolic) Per a tot x € R es defineix la funci¢ sinus hiperbolic com a

) ef—e™
sinhx =
2
10 7
6
y i
47
Eaa. D N N I S SR LT R AR
2 7 X 2 X
4 * 4
-6 -6
-8 7 -8
-0 - 10
Fig. 9.22 Grafic de la funcio sinus hiperbolic Fig. 9.23 Grafic de la funcio cosinus hiperbolic
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Definicié 9.5.2 (Funcio cosinus hiperbolic) Per a tot x € R es defineix la funcid cosinus hiperbolic com a

ef+e
2
L'aplicacid més coneguda de les funcions hiperboliques és el problema seguent:

coshx =

Determinar la forma exacta de la corba que forma una cadena o un cable flexible de densitat uniforme que
esta suspesa entre dos punts i penja sota I'accié del seu propi pes. Aquesta corba s'anomena catenaria,
de catena, la paraula llatina per cadena.

L'equacio cartesiana de la catenaria és y = acosh(ﬁ) (la seva forma es pot apreciar al grafic 9.23, cas
particular de catenaria quan a = 1) i és la base de moltissimes aplicacions practiques de problemes tals
com la corba de les linies telefoniques o el disseny de ponts penjants, com el Golden Gate de San Francisco
o el pont de Brooklyn a Nova York.

Fig. 9.24 Corba de linies telefoniques

Fig. 9.25 Pont de Brooklyn
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Fig. 9.26 Model funicular de I'església de la Colonia Guell

Potser també heu sentit a parlar dels arc catenaris de Gaudi. La corba catenaria s'havia estudiat en fisica i
matematiques molt abans de Gaudi, pero va ser ell el primer a descobrir que la simetritzacié de la catenaria
donava lloc a un dels arcs més perfectes: el que s'aguanta a si mateix. Trobem arcs gaudinians a la
cooperativa L'Obrera Mataronense, al col-legi de les Teresianes, a la casa Mila, al mirador de la Finca Guell,
a les portes del Palau Guell i a les quadres dels pavellons de la Finca Guell.

La singularitat de Gaudi consisteix a aplicar |'arc catenari espacialment i crear la maqueta de disseny de
I'església de la Colonia Guell (colonia textil que Eusebi Guell, destacat industrial i mecenes de les arts i les
lletres catalanes, va fundar al municipi de Santa Coloma de Cervellé el 1890).

Per poder dur a terme el projecte de I'església de la Colonia Glell, Gaudi es va inventar un nou métode de
projeccio arquitectonica: la maqueta polifunicular. Amb ella, s'obtenia una versié visual invertida 3D d’un
projecte que dificilment es podia representar en els tradicionals planols de dues dimensions.

Com es va construir agquesta maqueta? En un taulell on s’havia dibuixat la planta de I'església, es penjaven
unes cordes en els punts corresponents a la cruilla dels murs o al naixement de les columnes. A continuacio,
a I'altre extrem de les cordes s'afegien sacs de perdigons que portaven carregues proporcionals al pes real
i generaven les corbes dels arcs corresponents. Un cop definida I'estructura de I'edifici, es folrava amb
paper per obtenir les voltes i els murs.

Per ultim amb croquis i fotografies i tenint en compte la inversié de 180 graus, Gaudi dibuixava directament
esbossos de les solucions definitives dels alcats interiors i exteriors de I'església. Aquest procediment és de
gran singularitat en la historia de I'arquitectura.

El 1908 es va iniciar la construccio del temple, perd el 1914, la familia Guell va comunicar a Gaudi que no
continuaria financant les obres en curs i aquest va abandonar el projecte. Tot i quedar inacabada, I'església
suposa un punt culminant en |'obra de Gaudi.
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Definicié 9.5.3 (Funcio tangent hiperbolica) Per a tot x € R es defineix la funcio tangent hiperbolica com a

sinhx e —e™*

tanhx = = —
coshx e*+e™*

1] 2

y 1 Yoo
0.5 ] 1]

4 3 5 B ] X 3 s 4 3 ) a0 Y 1 2 3 4
X X
5 ] -1 7]
—1 -2 7
Fig. 9.27 Grafic de la funci6 tangent hiperbolica Fig. 9.28 Grafic de la funcio argument sinus hiperbolic

Observacié:  Una diferéncia essencial entre les funcions hiperboliques i les trigonomeétriques és que les
hiperboliques no sén funcions periddiques, tal com podem observar als grafics.

Propietat 9.5.1 Per a tot x € R es compleix

cosh’x—sinh’x = 1

sinh(—x) = —sinhx (= sinhx és senar)
cosh(—x) =coshx (= coshux és parell)
tanh(—x) = —tanhx (= tanhx és senar)
sinh(x+y) = sinhx coshy + coshx sinhy
sinh(x — y) = sinhx coshy — coshx sinhy

cosh(x+y) = coshx coshy + sinhx sinhy

(x+y)
cosh(x —y) = coshx coshy — sinhx sinhy

Observem que no és una copia mimeética de les propietats de les funcions circulars.

Les funcions hiperboliques inverses tenen interés en matematiques, basicament perqué ens permeten
expressar un cert tipus d’integrals de manera més senzilla.

La funcié sinhx, com que és bijectiva en el seu domini, permet definir una funcié inversa que s'anomena
argument sinus hiperbolic.

Definici6é 9.5.4 (Argument sinus hiperbolic) La funcié argument sinus hiperbolic que s’expressa arg sinh
es defineix a R com a

y = argsinhx < x = sinhy
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Recordem que aquest grafic es pot obtenir pel fet de ser la funcié inversa de la funcié sinhx, com la
simetrica de y = sinhx respecte de la recta y = x.

Observacié:  Les altres funcions hiperboliques inverses es defineixen de manera analoga.
Propietat 9.5.2 (Aplicacio a la simplificacio d’expressions)
argsinhx =In(x++vx>+1) VxeR

argcoshx =In(x++vx>—1) VxeR: x>1

1+x
1—x

1
argtanhx = iln VxeR: |x| <1

Per consolidar els conceptes de trigonometria podeu veure la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Funcions exponencials i
funcions logaritmiques

Les funcions exponencials historicament es solen atribuir a Jean Bernoulli (1667-1748) perqué es va dedicar
a estudiar no només les corbes exponencials simples y = a*, sind també les exponencials generals, com
aray = x*. Al calcular I'area limitada per la corba y = x, i les rectes x =0 i x = 1, va trobar la sorprenent
representacio en forma de série

1 1 1 1

[EE R I TR

resultat que va obtenir d'escriure x* = ¢*I"*, desenvolupant amb la série de la funcié exponencial i integrant
terme per terme, utilitzant el metode d’integracié per parts.

10.1 Funcio exponenciql L

Definicié 10.1.1 (Funcio exponencial) Donat a un nombre real estrictament positiu diferent de 1 (a €
R, a >0, a # 1), definim la funcio exponencial de base a com la funcio real de variable real

exp,: R —R

X

x —exp,(x)=d

Observem quesia < 0, hihavalors de x € R tals que
a* no és un nombre real. Per exemple, sia = —2i

I

1
3 ETERIVE R

Representacié grafica

: Els grafics de les figures s’han obtingut amb MAPLE,
”_/ tal com indica la figura 10.1.

-4 -3 -2 -1 0 L2 3 Sia > 1, la funcio exponencial és estrictament crei-
i xent en R, veiem a la figura 10.1 el cas particular
! dea=2.

Fig. 10.1 Grafic de la funcio 2*
> plot(27x,x=-2..2,y=-1..4);
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fo) =) fx) =2

¥ —/:

g w w w i 4 3 2 -1
-3 ) -1 ] 1 2 3 4
x X

Fig. 10.2 Grafic de la funci6 (1) Fig. 10.3 Grafics de les funcions 2*i (1)
2 2

Si0 < a <1, lafuncié és estrictament decreixent en R, tal com es veu a la figura 10.2
Observem a la figura 10.3 que els dos grafics son simetrics respecte de I'eix OY .

En general, el grafic de la funcié exponencial y = a* (a > 1) és simetric respecte de I'eix OY del grafic de
1\" /1

la funcié y = <—> <— < 1)
a a

10.1.1 La base natural e

El limit

1 n
lim <1 + >
Nn—o0 n

existeix i s'anomena e. El nombre e se I'anomena base exponencial natural i dona lloc a la funcio
exponencial e*.

El nombre e és irracional i, per tant, té una representaci¢ decimal infinita no periodica. Les primeres quinze
xifres de la seva representacié decimal son e = 2.718281828459045.

La funcié f(x) = e* té una importancia especial pel fet que les solucions de gran nombre de problemes
de matematica aplicada sén poténcies del nombre e. Aixi, per exemple, la solucié de problemes d'equilibri
d’un cable flexible, el pas transitori de corrent eléctric per un circuit i la desintegracié d'elements radioactius
s’expressen mitjancant funcions de caire exponencial de la forma Ae™ on b pot ser positiu 0 negatiu i depén
dels parametres fisics del problema.

10.1.2 Propietats de la funcié exponencial

Considerem x,y nombres reals i a,b nombres reals positius. Aleshores,

1. La funcié exponencial és injectiva, és a dir,

Sia# 1, aleshoresa* =@ <= x=y
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2. La funcié exponencial creix sia > 1 i decreix si0 < a < 1

Six>yia>1,aleshores a* > a’

Six>yi0<a<1,aleshores a* < a’

1

3.a =a
4. =1
5. a" =ag"-
6. a" ==
a’
7. a¥ = (a*)
a'*=\/a
ay/’r: Xay
10. (ab)* =
1 (a o
\y) =
B 1
12. a = —
a}C
13. Sia>1

X——o0

X—r oo

X—> o0

X——00

lim ¢* =01 lim a" = 4o

X——00

Iim a*=+4oc i lim a*=0

X— o0

Si0<a<1 lim a*=0 i lim a* = +oo

Exemple 10.1.1 Simplifiqueu les expressions seglients:

7 4 x4y12 2 (x71+y71)71
) =
Solucié:
1
L xhyl2 xhy? _x%y% P
' B\ R S
1 1 —1 —1
= (1) o () o
Xy Xy y+x

Podeu comprovar aquests i altres resultats de simplificacions amb programes de calcul matematic, com per

exemple MAPLE.

> simplify ((x”(4) %

vy~ (12)/z"(8)) " (1/4),sqrt, symbolic) ;

> simplify ((x”(-1)+y~(-1))"(-1),sqrt,symbolic);

Xy

y+x
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Exemple 10.1.2 Demostreu les propietats seguents per a exponents racionals, = > 0, g > 0, suposant
que son certes per a exponents enters.

p my p
1. a%-ai =anta
m
an
2‘ P :a%7§
ad
P m_p
3 (a%)l] =an 1

m m m
4. an -bn = (ab)n
Solucié:

m mq

)4 pn mq-+pn m_p
1. an a1 =aqm -gin = Yagm. Yaghh = "\q/amq.a[?’l = Wamq+pn =q ™ :a”lurq

Observem que si els exponents fossin negatius:

3. (@) = (@) = {/ (Yam)r = /Vam = Yamr = a =at
4. an-br = a"\/b" =~/amb" = /(ab)" = (ab)n

Exemple 10.1.3 Ordeneu els nombres reals seqlents de més gran a més petit.

3 -1 3 7/2
592 /53 1 1 52/7 9 l 1 /
) ) 5 ) 5 ) M 5 ) 5

Tenim que

3 ~1
5792 /33 — 537 (1) —53 <l> = 5!
) ) 5 b )

3 2
52/7 5 <1> _ 573/5 <1)7/ _ 5,7/2
’ 5 "\5

Per tant, com que 5 > 1, la funcié f(x) = 5* és creixent i I ordenacié dels nombres de més gran a més
petit és:

50 >57 55215 535 5 53 55725 5792
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Exemple 10.1.4 Resoleu a R I'equacio 3! =27

Sabem que 27 = 32, per tant, 3*"! = 33, Com que la funcié exponencial és injectiva, tenim que
x+1=3=x=2

Exemple 10.1.5 Resoleu a R I'equacié 9* + 3* = 6642

Podem escriure I'equacié 9*+3* = 6642 com a
(32)" +3" = 6642 < (3%)? + 3" = 6642
Fem el canvi de variable y = 3* i queda I'equaci¢ de segon grau:

V+y=6642 <y +y—6642 =0

gue resolem

—1+163

%:81
—1+V12+4-1-6642 —14+/1426568 1+£163
y: = =

2-1 2 2 163
- %
5 8

Siy=81=3"=3"=x=4

Siy = —82 no té sentit perque y = 3* sempre és positiu.
Per tant, I'equacié 9*+3*=6642 = x =4

Exemple 10.1.6 Resoleu a R el sistema

5'=5"-625
272" =256

Podem escriure el sistema com a

55 =55
2%.2y =128

Per tant,

5t =25 g x=y+4 x—y=4
2y = 28 on x+y=28 x+y=38

donx=6iy=2
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10..2 Funci 6 |0.g 01 C 1

Definicié 10.2.1 (Funcio logaritmica) Donat a un nombre real estrictament positiu diferent de 1 (a €
R, a >0, a # 1), definim la funcié logaritmica de base a com a

log,: R* —R
X —>10ga(x)

essent
log,x=y<=a =x

és a dir, és la inversa de la funcié exponencial de base a.

Representacié grafica

47 8 7
Y]
2] 6]
0 Y47
2 e
4
%] 2 1
-8 J 4 ]
Fig. 10.4 Grafic de la funci¢ log, Fig. 10.5 Grafic de la funcio log,

Sia > 1lafuncio logaritmica és creixent, com veiem
4 fx)=e .- per exemple a la figura 10.4 que representa el cas
3 el particular a = 2.
21 -7 f(x) =Inx Sia < 1, lafuncié logaritmica és decreixent, tal com
] e : _ 1 :
/ /,«/ veiem per exemple per a a = 7 a la figura 10.5.
-4 -3 2 —1,«0'§ 2 3 4 Hem definit la funcié logaritmica de base a com la
et x inversa de la funcié exponencial de base a i sabem
L 2] que la interpretacié geomeétrica que dues funcions
i 3 reals de variable real son inverses és |a seva simetria
/},(x) - ] respecte de la recta y = x. Aixd és justament el que
‘ o —4- es veu al grafic de la figura 10.6.

Fig. 10.6 Grafic comparatiu de e i In(x)
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10.2.1 Casos particulars d’intereés
Sia=10, f ésellogaritme comu: f(x) =log(x)

Sia=e, f ésellogaritme neperia: f(x) = In(x)

10.2.2 Propietats de la funcié logaritmica

Sia>0ia#1escompleixen:

1. La funcié logaritmica és bijectiva en tot el seu domini.

2. Sia>1lafuncié f(x) =log,(x) és creixent.
Sia < 1lafuncié f(x) =log,(x) és decreixent.

3. log,(a) =1
4. log,(1)=0

5. log,(xy) = log,(x) +log,(y)
6. loga< ) log, (x) —log,(y)

7. log,(x*) = ylog,(x)

> = —log,(x)

9. log,(v/x) = ;loga(x)

==

8. log,

N
==

10. Sia>1 h’m+ log, (x) = —oo lfm log,(x) =

Sia< 1 11mlog() , lim log,(x)

x—071 X—r+oo

11. h’mb log, (x) = loga(lir% X)

+oco

—0Q

(és a dir, el limit d'un logaritme és el logaritme del limit)

Observacié: aquesta propietat és deguda a la continuitat de la funcié logaritmica

Com que la base e és la més frequient, anomenarem algunes de les propietats dels logaritmes neperians:

1. In(1)=0

2. In(e) =1

3. " =x, Vx>0

4. In(e’) =y, VyER

5. a°=eMY Va>0,a#1

6. log,(x) = 128;, Va>0,a#1

(aquesta propietat es dedueix de la propietat de canvi de base: Va >0, a # 1 log,(x) = log, (1)

log, (b

=
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Exemple 10.2.1 Resoleu I'equacio logx = 3log18 —4log12.

Aplicant les propietats 6 i 7 de la funcié logaritmica, podem escriure que

183
logx =1log18* —log 12* = log —
ogx = log og og B

d'on

18°
— % 02813
MDY

Exemple 10.2.2 Resoleu I'equacié 100 - 10° = v/ 10007

L'equacio que volem resoldre és equivalent a
100- 10° = 1000+
Si prenem logaritmes:
log,o(100-10") = log,, (10003)

que fent servir les propietats 5 i 7 de la funcié logaritmica es poden escriure com a:

5
log,, 100 +log,, 10" = . log,,(1000)

5
log,, 10> +xlog,, 10 = = log,, 10’
X

gue per definicié de la funcié logaritmica equival a

1
24x= 5-3:—5<:>2x—|—x2:15
X

X

Resolem I'equacié de segon grau i obtenim les solucions de I'equaci6 inicial.

X 4+2x—15=0
3
x_—2i\/4+4-15_—2i\/@_—2i8 Vs
B 2 22 \5

Per tant,

100-10°=v1000° = x=3 0 x=—5
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Comprovem-ho:

Six—3 100-10° = 10*-10° = 10°
V10005 = {/(103)5 = 10° cert.

Siy— 5 100-1075=102-10° =103
/10005 = (1000)"% = (10%) ' =103 cert.

Exemple 10.2.3 Resoleu el sistema d’equacions:

x+y==65 }
log,,x+log,,y =3

Podem escriure el sistema com a

x+y=065 } ) X+y=065 }
0 bé

log,oxy =3 xy=10°

Per tant, hem de resoldre

X+y=065
xy = 1000
S N T - . 1000 .
Si apliquem, per exemple, el métode de substitucio, de la segona equacié tenim que y = —— (i
X
x # 0 ?), que substituint la primera queda
1000
X =65
X

d'on x* + 1000 = 65x < x*> — 65x+ 1000 = 0
Resolem I'equaci¢ de segon grau:

80

— =40
2
x_65i\/652—4-1000_651\/225_65i15 s
- 2 B 2 2 \50
=25
2
1000
Six=40=y=—— =25
' M)
1000
ix=25=y 25 0

2 x =0 no té sentit perque la funcio logaritmica no esta definida per x = 0.
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Funcions reals de variable real.
Limits i continvuitat

No cal dir que les funcions son les eines basiques de I'estudi del Calcul. Per tant, és molt important saber
treballar amb elles i amb els seus conceptes associats. En aquest capitol destacarem la importancia del
concepte de limit i de continuitat d'una funcio real de variable real.

L'alemany Karl Weierstrass (1815-1897) de la Universitat de Berlin a més de donar una definicié satisfactoria
de nombre real, va obtenir una definicié depurada del concepte de limit. La definicié d’ Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) —el matematic francés més important de la seva época— utilitzava expressions del
tipus “valors successius”, “aproximar-se indefinidament”, o “tan petit com un vulgui”, que tot i que sén
interessants des del punt de vista pedagogic, els manca la precisié que s'espera de les matematiques.

H.E. Heine (1821-1881), deixeble de Weierstrass, en la seva obra Elemente de 1872, escrita sota la influéncia
directa de Weierstrass, definia el limit d'una funcié f(x) en x, de la segtent forma:

Si donat qualssevol €, existeix un M, tal que per a 0 <M < M, la diferéncia f(xo+mn) —L és
més petita en valor absolut que €, aleshores es diu que L es el limit de f(x) per a x = xo.

Tant el llenguatge com el simbolisme utilitzats per Weierstrass i per Heine, precisos i inequivocs, van
desterrar de I'analisi els recursos d'idees intuitives per donar lloc a la precisié logica. Es pot dir que havia
arribat I'“Edat del Rigor”. Actualment la 1 de Weierstrass s’ha substituit, gairebé universalment, per una
altra lletra grega, la 8, perd aquest ha estat practicament I'Gnic canvi, i la definicié de limit d’una funcié
gue apareix en els texts és essencialment la mateixa que varen introduir Weierstrass i Heine fa poc més
d'un segle.

11.1 Definicions b aisic]u e s mmmmmmmm— e ——

Definicié 11.1.1 Definim funcié o aplicacié qualsevol terna (A, B, f) formada per dos conjunts no buits
A i B i una correspondéncia f entre ells que assigna a cada element x € A un Unic elementy = f(x) € B.

El conjunt A s'lanomena domini de la funci¢ i s’escriu A = Domf. B és el conjunt d’arribada de /a funcio.

Si (A,B, f) és una funcié, direm que f és una funcio de A en B i s'escriu f :A — B o bé A LB si
A C R direm que la funcio és de variable real o d'una variable; i si B C R direm que la funcié és real.
Al nombre y = f(x) se I'anomena valor o la imatge de f en x. Direm que x és la variable independent
perqué pot prendre qualsevol valor del domini, i anomenarem y la variable dependent perque el seu
valor numeric depén del valor x.
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Definicié 11.1.2 Considerem la funcio f : A — B.
1. El conjunt
f(A)={yeB|y=/f(x), xcA}

I'anomenem recorregut o imatge de f. S’escriu Imf.

2. El grafic de f és el subconjunt de A x B definit per

Graf(f) ={(x,f(x)) [x €A}
3. Siy € B s’anomena antiimatge o imatge inversa de y el subconjunt de A donat per
f) ={xeAlflx) =y}
4. Si B' C B, s'anomena antiimatge de B’ el subconjunt de A donat per
fH(B)={x€A| f(x) € B}
5. SiD C A, s'anomena restricci6 de f a D I'aplicacio f|,, : D — B definida per f|, (x) = f(x).
Definicié 11.1.3 Si f: A — B és una aplicacio, llavors

1. fésinjectiva< [ f(x)=f()) =x=y] e x£y=f(x)#f0)]
2. fésexhaustiva< [VyeB IxcA| f(x) =y]

3. f és bijectiva < [ f ésinjectiva i f és exhaustiva |

Observem que hi ha figures geometriques tan importants com per exemple les circumferéncies o les
el-lipses que no es poden transformar en el grafic d'una funcié. No obstant aixd, I'estudi d'aquestes
figures geometriques es pot reduir a I'estudi de les funcions. Per exemple, les circumferéncies de centre
(0,0) iradir>0

CHy =

estan formades pels grafics de dues funcions:

Observem que aquestes funcions f i g no sén Uniques.

També és interessant comentar que hi ha funcions el grafic dels quals és impossible de dibuixar. Per
exemple, la funcio
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1 sixeQ
f(x):{ 0 sixeR-Q

El grafic d’aquesta funcié ha de contenir infinits punts de I'eix horitzontal i també infinits punts de la recta
y =1, perd no pot contenir cap d'aquestes linies enterament.

11.2 Operacions algebraicues cmb fuN Cio N s

Considerem que f:A — Cig: B — C. Aleshores definim

1.

suma de f i g alafuncié f+ g definida a AN B per

(f+8)(x) = f(x) +¢(x) VxeANB

2. producte per escalar. Si A € R, la funci6 producte escalar Af definida a A és

(Af)(x) =2 f(x) VxeA

3. producte de fi g alafuncié fg definidaa AN B per

(fg)(x) = f(x)-g(x) Vx€ANB

4. quocient de f i g alafuncio f/g definida al conjunt {x € ANB | g(x) # 0} per

]—C x:@ X X
<g>() g(X)veAﬂB’g()#o

11.3 Al guns tipus de U N CioIN S 15—

1. Funcions polinomiques

Una funcié polindmica és una funcié de la forma
_ n n—1 2
fx)=ax"+a, X" +...+ax"+ax+ay

essentneNia,a, i,...,a,ay,ay constants.

Aquestes funcions s'estudien més detalladament al capitol 8.

. Funcions racionals

Una funcio racional és un quocient de dues funcions polinomiques p(x) i g(x)
p(x) .
f(x)==—= si q(x)#0
(=" si )

Si el denominador és una constant, aleshores aquest quocient és un polinomi, per tant, els polinomis
estan inclosos a les funcions racionals.

Exemple 11.3.1 La funcié racional més senzilla que no és un polinomi és y = 1

X
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1 2 3 4 -2 -1 2‘ 3 4
X X
] I
] 5]
] -3
] I
Fig. 11.1 Grafic de f(x) = | Fig. 112 Grafic de f(x) = —"—
e
Exemple 11.3.2 f(x) = ——
xemple 11.3. X) =
P x2=3
3. Funcions algebraiques
Definicié 11.3.1 (Funcid potencial) S'anomena funcié potencial d‘exponent r la funcio
) =x
i el seu domini, tal com veurem a continuacio, depén del valor de 'exponent r.
Exemple 11.3.3 Dibuixeu al mateix grafic les funcions f(x) = x, f(x) =x% f(x)=x"i f(x) = x*,
definides Vx € R.
2 4
X

Fig. 11.3 Grafic de les funcions f(x) =x, f(x) = x%, Fig. 11.4 Grafic de f(x) = v/x?
fx) =2, flx)=x*

= Si r € N s'anomenen funcions potencials enteres

flx)=x" —x"x VxeR
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= Si r € Z~ s'anomenen funcions potencials reciproques
a1
fx)=x"=— YxeR—-{0}
xn

= Sir=— € Q s'anomenen radicals
n

(si n és parell, n # 0 aleshores només es defineix per a x > 0)

Exemple 11.3.4 Dibuixeu f(x) = v/x2. (Veure la figura 11.4)

Definicié 11.3.2 (Funcio algebraica)

Una funcio s’anomena algebraica si es pot construir a partir de funcions polinomiques i amb les
operacions de suma, resta, multiplicacio, divisio o radicacio.

Exemple 11.3.5 f(x) = |x|
47 Observem que qualsevol funcié racional és alge-
31 braica.
Yy 27 Observem que aquesta funcié és algebraica per-
1 que |x| = V2.
‘ ‘ ‘ o] w w w ! 4. Funcions transcendents
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4
-1 . Qualsevol funcié que no és algebraica s'anomena
] transcendent. Exemples de funcions transcen-
2 dents soén les funcions trigonometriques, funci-
3] ons exponencials i logaritmiques. Aquestes fun-
] cions s’estudien més detalladament als capitols 9
47 i 10.

Fig. 1.5 Grafic de f(x) = |x]

11.4 Composicio de funcions i fuNCio TNVe s Cl mm—————— e ——

Definicié 11.4.1 (Composicié de funcions) Considerem dues funcions f :A — R i g : B — R tals que
f(A) C B. Definim la funcié composta de f i g, que escriurem com a go f, com a

(gof)(x)=g(f(x)) VxeA

Observacions: la composici¢ de funcions no és commutativa (és a dir, go f no coincideix amb fog; de
fet pot existir una i I'altra no), és associativa i té element neutre (la funcio identitat, 1(x) = x).

Definicié 11.4.2 (Inversa d’una funcio) Si f : A — R és una aplicacio bijectiva sobre f(A), (observem

quesi f:A — f(A) aleshores una funcid injectiva és bijectiva), aleshores podem definir la funcié inversa
de f respecte de la composicié, que escriurem f~', i definida a f(A) com a

o) =xe fx)=y
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Com a consequiéncia de la definicio, es compleix
Y que

/////y:x
7 / Com que
/J s Graf(f) ={(x,.f(x)) | x €A}

flof=Ii fof ' =l

Graf(f=') = {0, f') lye f(A)} =
—] {(f(x),x) | x € A},

els grafics de les funcions f i f~! son simetriques
respecte de les bisectrius del primer i tercer qua-
drant tal com es veu a la figura 11.6.

Fig. 11.6

Exemple 11.4.1 Trobeu la inversa de la funcié f : A — R definida per f(x) = i

Com que f és injectiva a Domf = R — {0} podem parlar de la seva inversa.

perque
(fof)x) = (forf)x) =1(x)
En aquest cas, doncs, f = 1.

Observeu que no s'ha de confondre la funcié inversa amb la funcié reciproca.
1
FE S
f
Exemple 11.4.2 Estudieu la inversa de la funcié f : A — [—1, 1] definida per f(x) = sinux.

Observem que f no és injectiva en el seu domini, per tant, en principi, no podriem calcular la seva funcié
inversa.

Pero al capitol 9, a I'estudiar les funcions trigonometriques, hem definit la funcié g(x) = arcsinx com la

funcio inversa de f(x) = sinx. Quin és el problema? La soluci6 és considerar una restriccio de la funcio

f(x) = sinx a un domini on hi hagi injectivitat.

11.5 Limit d’una funcié N Un [ U in T
La definicié de limit és el concepte més important del calcul, perqué moltes definicions importants es basen

en aquest concepte, encara gue no és un concepte senzill de definir.
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Sigui f: A C R — R una funcié. La idea intuitiva
y que el limit de f quan x tendeixi a a sigui [, és que
els valors de f(x) siguin arbitrariament propers a [
sempre que els valors de x siguin suficientment a
prop de a, pero diferents de a. Per poder assegurar
gue sempre hi ha punts de A propers a a suposarem
gue aquest és el que s'anomena un punt d’acumu-
lacié de A. Un punt a és un punt d’acumulacié del
conjuntA, is'escriua € A, si en tot entorn d'aquest
punt a hi ha altres elements del conjunt A, a més
de a.

Definicié 11.5.1 (Limit d’una funcié en un punt)
> Sigui f : A CR — R una funci¢ i sigui a € A un
punt d’acumulacié. Direm que el limit de f(x) en
el punt a és 1, i ho escriurem lim f(x) =1 o bé

Fig. 11.7 lim f, si
a

peratot € >0 existeix algun &> 0 tal que, per a totx, si0 < |x—al| <39, llavors |f(x)—1] <&
que també podem escriure com a:

Ve>0 38 >0 talque VxcA: 0<|x—a|<d aleshores |f(x)—1|<e
Observem que & depeén de €, per tant, fixat € es pot calcular la & que i correspon.
Propietat 11.5.1 (Unicitat del limit ) El limit d’una funcié en un punt, en cas de que existeixi, és unic.
Observacié: la definicio de limit d'una funcié en un punt no dona un metode practic per calcular aquest
limit, ja que el valor del limit apareix a la definicié. Es per aixd que convé establir métodes de calcul que es

deduiran de diferents propietats del limit d'una funcié en un punt.

Propietat 11.5.2 (Algebra de limits de funcions) Siguin f : A — R i g : B — R dues funcions i siqui a
un punt d'acumulacié de AN B. Si existeixen lim f(x) =1, im g(x) = L, i son finits, aleshores

1olim (f+g)(x) =4+
2. lim (Af)(x) = Al
3. 1)1(3 (fe)(x) =141

l
4. lim <]—c> (X)== siL#0
xX—a g 12

Propietat 11.5.3 Si f: A C R — R és una funcid i a és un punt d’acumulacio de A. Aleshores,

lim f(x) =1 = lim |7(x)| =

X—a

Propietat 11.5.4 Si f,g : A C R — R son dues funcions tals que f(x) < g(x) Vx € A, i a és un punt
d’acumulacio en el qual existeixen els limits
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lim f(x)=1, lim gx)=15L

X—a
aleshores,

L<h

Com a consequéncia de la propietat anterior tenim el segtient.

Propietat 11.5.5 (Criteri de compressio) Siguin f,g,h: A C R — R funcions tals que
fx) <h(x) <g(x) VxeA
i sigui a un punt d’acumulacio de A. Si es compleix que

lim f(x)=1lim g(x) =1

X—a X—a
aleshores,

lim h(x) =1

Propietat 11.5.6 Siguin f,g : A C R — R funcions i a un punt d’acumulacio de A tals que

7. lim f(x)=0

X—a

2. g és una funcid fitada en un entorn de a

aleshores,
lim (fg)(x) =0
‘ Exemple 11.5.1 h’rr}) xsini = 0 perqué
Ifim £ (x) :
/_:_/ Iim x=0
! x—0
1X1£n+ f) i la funcié sini esta fitada en un entorn de [‘origen,
- perqué
: !
Fig. 11.8 |sin—| <1 YxeR—{0}
X

Definicié 11.5.2 (Limits laterals) Sigui f : A C R — R i a un punt d’acumulacio de A. Definim limit
lateral per la dreta

lim f(x)=1<Ve>0 38>0: Vx: O0<x—a<d=|f(x)—I|<e

x—at

i analogament limit lateral per I'esquerra

lim f(x)=1<Ve>0 30>0: Vx: 0<a—x<0=|f(x)—I|<e

X—a~
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Propietat 11.5.7 Sigui f: A C R — R una funcio i a un punt d’acumulacioé de A. Aleshores,

lim f(x) :l<:>lfm+f(x) =1lim f(x)=1

X—a X—a X—a

Exemple 11.5.2 Calculeu lim e#1

x—1

. 1 o , 1 1 e
lim emT =70 = ¢ = 40 Iim exT =¢e 0 = =0
x—1t x—1-
Per tant, 1
. Alim exT
x—1

2
Exemple 11.5.3 Calculeu lim LM
2 x—0 4)(,‘—3‘)(‘
1 L oavld o ver 3
e Ltz 2 ¢ w0t 4x—3lx]  x—ot dx—3x  x—0t X
- . 2x+ x| . 2x—x oox 1
lim = lim = lim ——

w0~ dx—3|x|  xo0- dx+3x a0t Tx 7

Com que

z

4 lim 2x+ |x| 2x + |x|
x—0t dx —3|x| -0 4x —3|x|

2x+ |x|

2
al voltant dex =0 lim L’x’
4x —3|x|

x—0t 4x — 3|X|

Fig. 11.9 Grafic de

no existeix

Amb MAPLE podem confirmar que aquest limit no existeix, i podem obtenir els limits laterals.

> limit ((2+x+abs(x))/ (4+*x-3*abs(x)),x=0);

undefined

> limit ((2+*x+abs(x))/ (4+*x-3*abs(x)),x=0,left);
1

7
> limit ((2+*x+abs(x))/ (4*x-3*abs(x)),x=0,right);
3

11.6 Extensié del concepte de limit. Indetermin o CioNn:s
Definicié 11.6.1 (Limits infinits) Sigui f : A C R — R una funcié i a un punt d’acumulacié de A.
lim f(x) =4 <=VM>0 38>0: f(x)>M si 0<|x—a|<d

X—a
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Iim f(x)=—c0c <=VM>030>0: f(x)<-M si 0<|x—al]<9d

X—a

lim f(x)=c0 <=VM>030>0: |f(x)|>M si 0<|x—a|<?d

X—a

(= lim [f(2)] = +=2)

Fig. 11.10 Fig. 11.11

Observem que — oo i — —co 56N Casos particulars de — oo. Existeixen funcions tals que lim f(x) = e
sense que es compleixi ni lim f(x) = oo, ni lim f(x) = —eo. Per exemple, la funci6 f:A CR — R
X—a X—da

definida per

x si x€[2n,2n+1] _ o .
flx)= ) i que podeu visualitzar a la figura 11.10.
—x si x€[2n+1,2n+2]

Definicié 11.6.2 (Limits a I'infinit) Sigui f : R — R una funcio.

Iim f(x)=1l<Ve>0 IA>0:VxeR: x>A [f(x)—I|<e

X—r oo

lim f(x)=l<Ve>0 IA<0:VxeR: x<A |[f(x)—I|<e

Exemple 11.6.1 lim f(x) =2. Veure la figura 11.11.

Propietat 11.6.1 (Regles d’operacio amb infinits) Silim f(x) =1 ilim g(x) = oo, llavors
lim (f+g)(x) = +oo.

Aquest fet I'enunciarem de forma abreujada posant [ 4 (+e0) = o,

Utilitzant aquest simbolisme, si l € R,
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[+ (4o0) = 4o (1>0) = =0
l-(4o0) =—c0 (1<0)

[ (—o0) = o0 (I>0) Lo

[+ (—e0) = +oo (I <0) h

(=)= (1£0) f== (1£0)
(oe) (o) = o 0

(o) (o) = = * -

(—oe) (o) = +o0

8
8
I
;

[T =+oo (I>1)
=0 (0<l<1)
0" =0
(o)™ = oo

Observem que 0 i % vol dir el limit del quocient de dues funcions tals que el limit del denominador val

0. Fixem-nos que en aquestes regles per calcular limits hi falten uns quants casos, per als quals no es pot
donar una resposta general. Hi ha set situacions d’aquest tipus, que s'anomenen casos d'indeterminacié
50N

($o)F (=) 00 & — 170" (feo)”

En aquests casos sera necessari un estudi particular de cada cas.

Les propietats que enunciarem a continuacié ens poden resoldre algun d’aquests casos d'indeterminacio.

Propietat 11.6.2 (f) Si p(x) i g(x) son dos polinomis. Aleshores,

, . plx)
1. Sigrip(x)| > grig(x)] lim -
[ ( )] [ ( )] X—roo q()C)
, . p(x)
2. Sigrlp(x)] < grlg(x lim =0
[p(x)] [a(x)] x—te g (x)
3. Sigr(p(x)] = grlg(x)]
) CIXP—F Ce a
m — = —
X—oo bxp+"' b
Exemple 11.6.2
. 20 +x i 2+3 2
im ——/———- = 1im —- 5
vt Tx5 = 3x* xote T2 7

Propietat 11.6.3 (3) Si p(x) i g(x) s6n dos polinomis tals que p(a) = q(a) = 0. Aleshores,

o PO ) ()

x—a g(x) x—a (x—a)s(

)
]
|
i)
[
—~
o)
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Exemple 11.6.3 Calculeu

im X —=3x>+2x
l —_—
=2 xX2+x—06

Si avaluem directament aquest limit tenim que

lim

x—2 x2+x—6

X —=3x74+2x

2-3.224+4 0

2242-6 0

x(x—=2)(x—1)

s

.ox(x—=1) 2
=2 (x=2)(x+3) 2 x+43 5

Moltes indeterminacions del tipus % es resolen aplicant infinitésims equivalents (vegeu les referéncies [21]

i [26]).

0 . , _ . . .
El cas o i també els casos 0 - oo | co — oo, €5 pot resoldre, si es compleixen les hipotesis del teorema, amb

la regla de I'Hopital (vegeu capitol 13).

(e o)
El cas d'indeterminacio del tipus — que prové del quocient de dues funcions es sol resoldre aplicant I'ordre
oo

d'infinits (vegeu referéncia [26]).

Propietat 11.6.4 (Ordre d’infinits)

on f(x) < g(x) vol dir lim fx) _

e g()
Exemple 11.6.4

(Inx")? < x> < ™ < x™

im @: oo
Shep T

X—toeo X

L, e
Iim — = 4o
X—+oo X

El cas oo — oo es resol moltes vegades multiplicant i dividint per la suma del terme que provoca la indeter-

minacio (la diferencia).

Exemple 11.6.5

lim (Vx—+vx+1)= }1_{2&(\/)_6_ Vx+1)

X— o0

s | 48 Fonaments de cdlcul

\/)_H—\/x—H_Hm x—(x+1)
VXFVXFHTD e b+

Iim

1
- =0
it X4 /x+ 1



1. 7 Coomn i Ui 1 1

El concepte de continuitat és una de les propietats més importants de les funcions. Entendrem que una
funcié continua és aquella que no presenta “talls” en la seva representacié grafica.

Definicié 11.7.1 (Continuitat en un punt) La funcié f és continua en a si

lim f(x) = f(a)

X—a

Exemple 11.7.1

La funci¢ f(x) = sini no és continua en 0, ja que ni tan sols hi esta definida, i el mateix passa amb la
funcio g(x) = xsini. Podem estendre aquesta funcié g a tot R definint una nova funcié

. 1 .
xsiny si x#0

a@—{

a si x=0
Si volem que G sigui continua hem d‘imposar

a= liTo g(x)
per tant,

1
a=Ilim xsin— =0
x—0 X

Observem que no podem fer el mateix amb la funcié f perqué limO sini no existeix.
X—

N[\
i 2‘ 3l -1 -0.8 -0.6 -04 \\0}/ WWV 0\%/0‘4 0.6 0.8 1
X 0.2 A X

1 !
Fig. 11.12 Grafic de f(x) = sin — Fig. 11.13 Grafic de g(x) = xsin —
X x

Definicié 11.7.2 (Discontinuitats) Sigui f : A CR — Ria € ANA’. Direm que f és discontinua en a
si f no és continua en a. Observem que aixo pot ser degut a alguna de les circumstancies seglients:

1. Existeix el limit pero no és f(a) (discontinuitat evitable)
2. No existeix el limit. Aixo pot ser degut al fet que,
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(@) existeixen els limits laterals pero son diferents (discontinuitat de salt)

(b) almenys un dels limits laterals no existeix (discontinuitat essencial)

Propietat 11.7.1 Si les funcions f i g son continues en a, aleshores,
= f+ g és continua en a.

= fg és continua en a.

L és continua en a si g(a) # 0.
8

Propietat 11.7.2 Si g és continua en a, i f és continua en g(a), llavors f o g és continua en a.

Definicié 11.7.3 (Continuitat en un conjunt) Direm que f és continua en un conjunt A, si f és continua
en tot punt d’aquest conjunt.

Propietat 11.7.3 Silim g(x) =[isi f és continua en I, aleshores,

Iim f(g(x)) = (1)

X—a

Esa dir

lim f(e(0) = £ (1im g(0)

X—a

Dit altrament, el limit i la funcid6 commuten sempre que el limit de la primera funcid existeixi i la segona
funci¢ sigui continua en aquest limit.

Aquesta darrera propietat pot utilitzar-se per resoldre alguns casos d'indeterminacio.

Aplicacié al cas 0°, «®
Si estudiem un limit del tipus

lim f(x)*® essent lim f(x) =0 obé o i lim g(x) =0

X—a X—a xX—a
utilitzant les propietats de la funcié exponencial i logaritmica podem dir que

{ x)8() { X)) i X X
lfm f(x)" = elnlggrg S Im g M g(om ()

X—a

Per tant, silim g(x)In f(x) =1

X—a

lim f(x)tW = ¢!

X—a

Exemple 11.7.2 Calculeu lim x*

x—0t
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Aquest limit és del tipus 0°. Calculem [ = lfim xInx
x—0

Inx

Iim xInx =1lim —=I1im

x—0t x—0t = x—07T
X

En el segon pas hem aplicat la regla de I'H6pital, que s'explica amb detall més endavant, al capitol 13

Per tant, Iim x* =¢° = 1.

x—0t

Aplicacié al cas 1~
Si f(x) és una funcié no nul-la tal que Iim f(x) = 0, llavors es compleix que
X—a
1
f) = e

lim (14 f(x))

X—a

(h(x)=1)g(x)

X—a X—a
h(x)—1

Si suposem ara que Iim A(x) = 1 ilim g(x) = oo, utilitzant les identitats
1

RO = (14 (h() = D) = [(1+ (h(x) — 1))

tindrem que
lim A(x)*Y =e* on A =1im (h(x)—1)g(x)

X—a

sempre que aquest darrer limit existeixi.

Exemple 11.7.3 Calculeu lim (XTI)SX
X—>—-o00
Aquest limit és del tipus 1~
Calculem
1 1
A = lim (” —1> 3x = Iim (—) 3x=3
X—sFoo X x—+oo \ X
Per tant,
1 3x
Iim <x+ ) =¢°
X—>+oo X

Aquests limits els podem obtenir amb eines de compilacié remota, com ara MAPLE

> limit (((x+1)/x) " (3*x),x=infinity) ;

Funcions reals de variable real.

Limits i contfinuitat 151 m—



0 bé WIRIS

Per consolidar els conceptes d'aquest capitol podeu anar a la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Derivades de les funcions elementals

Aquest capitol es dedica fonamentalment a I'estudi de la derivada d’una funcié, concepte basic del calcul
diferencial.

El 1682 va apareixer la primera gran revista cientifica internacional, I'’Acta Eruditorum, on Leibniz va publicar
un darrere |'altre els resultats que constitueixen els fonaments del calcul infinitesimal. L'Acta de 1684 conté
el que es considera com el primer tractat sobre calcul diferencial, amb un titol que deia aproximadament
Un nou métode per a maxims, minims i tangents que també serveix per a valors fraccionaris i irracionals i
que per tant constitueix un tipus de calcul sense precedents. Alla va apareixer per primera vegada impres
el simbol d i enunciades les regles de diferenciacié de la suma, diferéncia, producte, quocient, regla de la
cadena, la derivada segona, la resolucié d'equacions diferencials per separacié de variables i les condicions
dv = 0 per al calcul de valors extrems i ddv = 0 pel que fa als punts d'inflexié.

L'any 1676 Newton va escriure el Quadratura curvarum, que va ser publicat el 1704 i on intenta acabar
amb la notacié d'infinitament petit, introduint el métode de les raons primeres i Ultimes, que correspon a
la formacié de la derivada com a

oy e St h) — f(x)
f'(x) =1lim R

h—0
i representa |'Ultima i definitiva concepcié de Newton pel que fa al calcul infinitesimal.

Fins a principis del segle xix, no es va concloure la fonamentacié del calcul, superant els problemes de rigor,
sobretot pel que fa referéncia al concepte de quantitats infinitament petites.

12..1 D efinicions b c1si o] U e S /m———————————

Definicié 12.1.1 (Derivabilitat d’una funcié en un punt) Sigui f: I — R funci¢ definida en un interval
obert I i considerem un punt a € 1. Direm que f és derivable en a si existeix el limit,

)= fla) _ . fla+h)~f(a)
- h

a h—0

f'(a) =1im

x—a X

i en cas que existeixi i sigui finit s'anomena derivada de f en a. També s'utilitza la notacié Df (a) o bé, en
assignatures més tecniques, f(a).

Definicié 12.1.2 (Derivabilitat en un conjunt) Direm que una funcié f: A CR — R és derivableal C A

si f és derivable en tot punt del conjunt 1. Aquest conjunt s'anomena domini de derivabilitat de f i
habitualment és un interval obert (a,b) C R.
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Definicié 12.1.3 (Funcio derivada) Si f: I C R — R és derivable Vx € I, s"anomena funcié derivada de
S I'aplicacio

oI —-R
x = fx)

Exemple 12.1.1 Estudieu la derivabilitat de la funcié f : R — R definida per

0 si x<0
flx)=1¢ 2 +4x* si 0<x<1
1 si x>1
en el punt x=0.
f(x)—f(0)

Si existeix /(0) sera el valor del lim

Com que el valor de f(x) depén de si x > 0 o x < 0, per calcular el limit hem de considerar els limits
laterals (recordem que 1im+f(x) (limit lateral per la dreta) vol dir considerar x > a i lim f(x) (Iimit lateral
X—a X—a

per I'esquerra) vol dir considerar valors x tals que x > a.
El limit existira en cas que existeixin els dos limits laterals i coincideixin.
Calculem, doncs, els limits laterals del nostre exemple

.S = /(0) 20 +4x*

lim =1lim ——— =1im (22> +4x) =0
x—0T X — x—0t X x—0t

1im f1x) = 1(0) = lim gzlfm 0=0

x—0— X — O x—0" X x—0~

Per tant, f és derivableax=0i f'(0) =0.

Exemple 12.1.2 Estudieu la derivabilitat de la funcio valor absolut a I'origen de coordenades.

o x six>0
Recordem que |.| : R — R* esta definida per |x| = ,
—x six<O0
Aquesta funcié és derivable a x = 0 si existeix
. |x/—10 o x
PN LY N |
x—0 x—O x—0 X
Calculem, dongs, els limits laterals
N
Iim — =1lim *=1lim 1=1
x—0t X x—0+ ¥ x—07T
N
1 —=1lim Z*=1lim —1=-1
x—0" X x—0~ x—0

e | 54 Fonaments de cdlcul



47 ]
] 1
3 ]
2 ]
Y ] 05
1
4 3 2 9 0 ! 2 3 4 4 2 0 2 4
X
-1 7
2 1 —05 7
3 ]
1)
] ]
4
Fig. 12.1 Representacio grafica de f(x) = |x] Fig. 12.2 Representacio grafica de f'(x)
Com que els limits laterals no coincideixen, podem afirmar que el limit lim w no existeix i, per tant, la
x—0 -

funcié valor absolut no és derivable a I'origen de coordenades.

12.2 Interpretacio geomeétrica de |a de rivoncl or

Es important saber interpretar el concepte de deri-
vada des del punt de vista geometric o tecnic. En
aquest cas, fins i tot historicament, es parteix de la
interpretacié fisica (velocitat instantania) per arribar
a la definici¢ rigorosa d'aguest concepte.

Definicié 12.2.1 (Recta tangent) Considerem
f:ICR—R

una funcié definida en un interval I. Si f és derivable
> en un punt a € I, aleshores s'anomena tangent /a
corbay = f(x) en el punt P = (a, f(a)) a la recta
que passa pel punt P i té pendent f'(a), és a dir, la
recta d’equacio:

y=fla)+f(a)(x—a)

Fig. 12.3 Interpretacié geométrica de la derivada

£) = f(@)

X—a

Fixem-nos que tanf} =
Si el valor x s'apropa al punt a, aleshores fent servir la definicié de derivada en un punt

lim tanP = tanao = f'(a)

X—a

Aixi, doncs, la derivada en un punt és el valor del pendent de la recta tangent a la corba y = f(x) en

(a, f(a)).
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1:2..3 Propietats g e b roi o] e s
Propietat 12.3.1 Siguin f,g dues funcions reals definides en un interval 1. Si f i g sén deri- vables en un
punt x € 1, aleshores també son derivables en x les funcions kf (Vk € R), f+g, fg i z (sig(x)#0Q), i

8

les seves derivades son:

(k) () = k()

2 (F () = F()+gw

5. (f)(x) = F(¥)g() + ) ()
1Y (L0800

¢ (g> W=y

Aquestes normes de derivacio es poden escriure amb la notacié de Leibniz, notacid que és tot sovint
emprada en I'ambit de I'enginyeria.

(si g(x) #0)

d df
1. lineali — — a2 5
inealitat: —— (af +bg) = a —i—bdx
dg ~df
2 S (fe) = g
producte o ( fe) =171 T +g r
gdf f i
4 @ %8
3. quocient: — F\_Zdx 'dx
dx \ g g2

Fixeu-vos que en la propietat de linealitat hem resumit les dues primeres propietats anteriors.

Propietat 12.3.2 (Regla de la cadena) Considerem f:1 — R i g:J — R dues funcions, definides en els
intervals I i J tals que f(I) C J. Si f és derivable en un punta € I isi g és derivable en un punt f(a) € J,
aleshores la funcié composta g o f és derivable en a i la seva derivada és:

(gof)'(a) =¢'(f(a))f (a)

Exemple 12.3.1 Calculeu la derivada en el punt a = 3 de la funcié h : R — R definida per h(x) =
g(x* 4 2x) essent g : R — R una funcio derivable en tot R, tal que g'(33) = 1.

Per definicié h(x) = (go f)(x) = g(f(x)) essent f: R — R la funci¢ definida per f(x) = x*> + 2x. Per
tant, per calcular la seva derivada apliquem la regla de la cadena.

H(x)=(gof)(x) =g (f(x))f'(x) =& (x’+2x)- (3x* +2)

Avaluant en x = 3 tenim:

1 29
H(3)=g(33)-29= 5 29="7

La notacié de Leibniz es fa servir, sobretot, quan s'aplica la regla de la cadena.

Observacié:  (Regla de la cadena amb la notacié de Leibniz) Si y = f(u) és una funcio derivable de u i
u = g(x) és una funcio derivable de x, aleshores y = f(g(x)) és una funcié derivable de x i s'escriu

dy dy du

dx  dudx
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Exemple 12.3.2 Un objecte circular esta augmentant de mida de manera no especificada, perd sabem
que quan el radi és 5 m, el radi augmenta a rao de 3 cm/seg. Trobeu la velocitat de variacio de I'area
d’aquest objecte quan el radi és 5 m.

Sir(t) i A(t) representen el radi i I'area a I'instant ¢, llavors, pel fet que es tracta d'un objecte circular, es
compleix A(t) = nr(t)z. Per calcular la velocitat de variacié de I'area, aplicarem la regla de la cadena

dA(r) _ dA(t) dr(r) _ znr(t)dr(t)
dt dr dt dt
dr(t
Com que Zl—(t) = 0,03 quan r(t) =5, deduim que
dA(t
dg) =21n-5-0,03=0,37 mz/seg

12.4 Derivades de funcions el em e Nt ol S ——

A continuacié s'escriu una relacié de formules per calcular les derivades de diferents funcions: po-
lindbmiques, exponencials, logaritmiques i trigonométriques. El coneixement d'aquestes férmules és nece-
sari, perd en cap cas suficient per aplicar correctament el concepte de derivada. La idea de la derivada
és molt més que aquestes regles de calcul. A més a més de saber calcular derivades s'ha d’entendre el
concepte de la derivada si es volen aplicar les matematiques correctament a I’'Enginyeria. La derivada és
una de les idees fonamentals del Calcul.

Funcié Derivada

)" nf(x)"" f'(x)

. f'(x)
1 /70

Funcions exponencials i logaritmiques

f'x)

f'(x)
In f(x) 70
) a’™ f'(x)Ina
e/ /™ f (x)
Flx) g/(0)In f(x) + g(x) 5| f()s
Funcions trigonométriques
sin f(x) J'(x)cos f(x)
cos f(x) —f'(@)sinf(x)
tan f(x) [1+tan’ £ (x)]f'(x) = f(x) sec’ f(x)
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Funcio Derivada

Funcions trigonometriques

RAOE
cot f(x) S ()
sec f(x) sec f(x) tan f(x) f*(x)
cosec f(x) —cosec f(x) cot f(x) f'(x)
Funcions trigonométriques inverses
, f'(x) n -

arcsin f(x) m [—3 < arcsin f(x) <
arccos f(x) I [0 < arccos f(x) < |

1= f*(x)
arctan f(x) 1 +](”2)(x) [—% <arctan f(x) <
arccot f(x) 3 —IJ—NJ(‘ZEX) [0 < arccot f(x) < 7]

Funcions hiperboliques

sinh f(x) cosh f(x) f'(x)
cosh f(x) sinh f(x) f'(x)
tanh f(x) sech”f(x) f(x)
coth f(x) —cosech®f(x) f(x)

arg sinhf(x)

arg coshf(x)

arg tanhf(x)

arg cothf(x)
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Funcions hiperboliques inverses

f'(x)
[ +1
n f(x) { + siarg cosh f(x) >
2(x) — —siarg cosh f(x) <
f ](j?(x) amb [£(x)] < 1
1 S J(j;)(x) amb [£(x)] > 1

0, f(x)>1
0, f(x)>1



5 : yis
Exemple 12.4.1 Trobeu la tangent de la corba d’equacio y = x*™* en el punt x = >

Com que y'(xq) és el valor del pendent de la recta tangent a y = y(x) en x = x,, I'equacié de la recta
tangent que busquem és:

T T
y—Yo =Y (x0)(x —xp) essentxy= > Yo = 3

Quan hem de derivar funcions del tipus y = f(x)¢®) és molt util aplicar logaritmes i la regla de la cadena.

y=f(x)f = Iny=Inf(x)**) = g(x)Inf(x)

Derivem respecte de x i obtenim:

X/* "(x)In f(x X S
d’'on
/ xg(x) /x nflx X f/(x)
¥ =f(x) g ()1 f()+g()f(x)]

A aquest métode se I'anomena derivacié logaritmica.

En el nostre cas particular, doncs, per calcular la derivada de y = x*"* primer de tot apliquem el logaritme
neperia de les expressions als dos costats de la igualtat.

Iny = sinxInx
Derivem I'expressio:

/

Y _ cosxIlnx+ sinx—
y X

Obtenim finalment I'expressi¢ de la derivada de y:
/ : 1 sinx
y'(x) = [cosxInx + sinx—]x°
X
Avaluanten x=m/2: y/(n/2)=22=1
Per tant, la tangent és:

=lx—2)=y=x

Per calcular derivades es poden fer servir sistemes de calcul com per exemple WIRIS.

Aguests sistemes de calcul no fan I'estudi de derivabilitat d'una funcio, i és en aquests casos on s'ha de
tenir molt clara la definicié de derivabilitat d'una funcié en un punt.
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Exemple 12.4.2 Estudieu la derivabilitat de la funcio real de variable real

f G=Dnjx—1] six#1
f(x)_{ 0 six=1

Desdoblem la funcié tenint en compte la definicié de valor absolut

(x—1)In(1—x) six<1
flx)= 0 six=1
(x—1DIn(x—1) six>1

Six £ 1 f és derivable (propietats 12.3.11 12.3.2)i

ooy [ In(l=x)+1 six<l1
f(x)_{ln(x—1)+1 six> 1

Six =1 s’ha d'estudiar la derivabilitat de la funcioé aplicant la definicié

im SO e DIl 1) =

x— 1t X— x— 1t x—1 o1t

per tant, el limit no existeix i llavors f no és derivable a x = 1.
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Aixi, doncs, f és derivable a R —{1}.

Com ja hem comentat abans, avui dia hi ha eines informatiques de calcul que resolen diferents conceptes
matematics. Anem a veure uns quants exemples d'obtencié de derivades de funcions amb el MAPLE.

Exemple 12.4.3 Volem calcular la derivada de la funcié f(x) = x* + 2x* — 5x+13.

> diff (x7342*x"2-5*x+13,x) ;

3xX+4x—5
Exemple 12.4.4 Volem calcular la derivada de la funcio g(t) = tInt.

> diff(t*1n(t),t);

In(r) + 1

X2 —x+5

Exemple 12.4.5 Volem calcular la derivada de la funcié y = 2
x —_—

Ara no derivem |'expressio directament: primer definim la funcié y, després la derivem i finalment la
simplifiquem.

> yvi=((x"2-x+5) / (x-4));

X —x+5
Tox—4
> diff(y,x);

2x—1 x*—x+5
x—4 (x—4)?

> simplify (diff(y,x));

X —8x—1

(x—4)?
Observem que al calcular la derivada de la funcié

¥ —2x—1
T =01

WIRIS déna el resultat amb la seva expressio més simplificada possible

x3=-2x-1
x+1
dx

d{ )

- 2-x-1
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Sivolem calcular aquesta mateixa derivada amb MAPLE, el que ens trobem és
> diff ((x"3-2xx-1)/ (x+1),x);

3x2—2 xX*—=2x—1
x+1 (x4+1)2

> simplify ((3*x72-2)/(x+1)-(x"3-2%x-1)/(x+1)"2);

2x—1

12.5 Deerivad e:s 51U CCEe SSi Ve S |

Si apliqguem la noci6 de derivabilitat a la funcié f’, obtindrem una nova funci6 (f’)" que s'anomena
derivada segona de f, el domini de la qual consta dels punts a on f” és derivable. En lloc de (")’ farem
servir la notacié f” i s'anomena derivada segona de f. Si f”(a) existeix, direm que f és dues vegades
derivable en a, i el nombre de f”(a) s'anomena derivada segona de f en a. De la mateixa forma podem
definir les derivades d’ordre superior:

fﬁﬂ):(fW)/ k> 1
Notaci¢: f© = f
La derivada f’, d'una funcio donada f, també es pot escriure amb la notacié de Leibniz:

df(x)
dx

i vol dir que derivem la funcio f respecte de la variable x. Aixi, doncs, f'(a) es pot escriure com a

df(x)
dx

X=a

La notacio de Leibniz per a les derivades successives, per exemple, f”(x), és

)

df(x
d(J;U

dx
d2f(x) d’f(x)

, 0 més freqientment a
(dx)? a dx?

Els simbols f'(x) per a la primera derivada, f”(x) per a la segona derivada, etc., van ser introduits per
Joseph Louis Lagrange (1736-1813). El 1797 a Théorie des fonctions analytiques apareixen els simbols
f'xi f"x; i aOeuvres, Vol. X, "que pretén ser una reimpressio de |'edicié del 1806, s'hi poden trobar les

"

corresponents expressions donades com a f(x), f'(x), f"(x), f"(x)".

=

gue s'abreuja a

El 1770 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) va escriure ' en lloc de ’%’ a la seva memoria Nouvelle
Meéthode pour résoudre les équations littérales par le moyen des séries. Aquesta notacié també la trobem
a la memoria de Francois Daviet de Foncenex el 1759,que es creu actualment que va ser escrita per

Lagrange.
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du
El 1772 Lagrange va escriure ' = — i du = u'dx a Sur une nouvelle espéce de calcul relatif a la

x
différentiation et & l'integration des quantités variables, de Nouveaux Mémoires de I’Académie royale
des Sciences et Belles-Lettres de Berlin.

112..6 Interpiretcio Ciin e Cri

Per acabar aquest capitol, es comenta la interpretacio fisica de la derivada i la derivada segona d'una funcié
particular. Considerem una particula que es mou al llarg d’una linia recta en la qual hem triat un punt
“origen”. Denotem per s(¢) la distancia a la particula des de I'origen en I'instant de temps ¢ (és a dir, la
seva posicio). Aleshores definim la velocitat (instantania) de la particula en I'instant # com s'(¢). Observem
que s'(r) pot ser negativa. El valor absolut |s'(¢)| a vegades s'anomena rapidesa (instantania). Anomenem
acceleracié de la particula en I'instant # a s”(¢). L'acceleracio és una magnitut important en la descripcié
cinematica del sistema, ja que, tal com s’estableix en les lleis del moviment de Newton, la forca que actua
sobre la particula és el producte de la seva massa per la seva acceleracio.

Per consolidar els concepte de derivada podeu treballar amb la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection

Derivades de les funcions elementals 163 m—- ———






Aplicacions de la derivada

El concepte de funcié derivada és una eina fonamental en les enginyeries. Podem trobar la derivada dins
de moltissimes expressions que expliquen comportaments fisics que s’estudien, de vegades en expressions
molt complexes, perd també en altres relacions molt senzilles entre variables, establertes unes hipotesis

significatives.

N’és un clar exemple el calcul del cabal d'aigua que s'infiltra pel sol entre dos embassaments com els de la
figura 13.1, suposant que el flux d’aigua és unidireccional (seguint la direcci¢ de I'eix de les x) i el fons és
impermeable (no s'infiltra aigua cap avall). Podem trobar el cabal d’aigua a partir de la variacié de I'energia
de I'aigua per unitat de pes en cada punt, i per tant mitjancant una expressié que conté la seva derivada.

On

. m
= ( és el cabal d'aigua expressat en —
S

dh
0 dx

3

= A |'area de la seccié estudiada expressada en m?

= /i I'energia de I'aigua del terreny per unitat de pes expressada en m

. m
= k la permeabilitat del sol expressada en —
S

Estrat h = 400
impermeable F
Q e
—_—

Estrat argilos

Estrat impermeable
i ;
x=0 x = 1000 X

Fig. 13.1
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Suposant que tenim

un estrat llimdés per on es filtra I'aigua de 20 m de profunditat amb permeabilitat k = 10’3% = IO’SE
S S

un estrat impermeable (no pot passar aigua) sota I'estrat llimés

els embassaments tenen una amplada de 100 m, estan a cota 500 m i 400 m respectivament i disten
1 km

= |a pérdua d'energia és lineal amb la distancia

Com que la pérdua d’energia és lineal, podem establir la segtient llei d’energies:

400 m — 500 m
h e s — = — 1
(x) 1000 m x+500 0,1x+ 500
Per tant,
dh
—=-0,1
dx ’
Aplicant la formula presentada, el cabal val
_sIM 3 m? m’
0=0,=-10"—-100m-20 m-(-0,1)=2-10" — =172 —
S S dia

3

. _ m
Per tant, tenim una pérdua del primer embassament cap al segon de 172 dia
ia

1:3..1 Regla e 1H O i1 | 1

El matematic francés Guillaume F. A. de I'Hopital (1661-1704), marqués de I'Hopital, va publicar una
férmula coneguda com la regla a finals del segle xvi. De fet, aquesta regla es diu que va ser descoberta
pel mestre de I'Hopital, Johann Bernoulli (1667-1748).

Teorema 13.1.1 (Regla de I'Hépital) Siguin f i g dues funcions derivables en (a,b), on —oo < a < b < 400
iamb g'(x) # 0 en un entorn de a.

1. Silim f(x)=0, lim g(x)=0/1im ];i‘) =1, onl pot ser un nombre real, —eo 0 bé +eo, aleshores

+ + &)
X— a X— a X— a

lim @ =1
e
2. Silim f (x) = h’m+g(x) =oo lim ! :Eg =1, on [ pot ser un nombre real, —eo 0 bé +eo, aleshores
tim 7%
s at g(x)

Un enunciat analeg és cert en el punt b.
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Exemple 13.1.1 Calculeu
Inx

P

m ——
x— 1 lnx+ -

Com que
1
= 1
lim —— =~
x— 1 1 ) 2
aplicant la regla de I’'Hopital, deduim que
) Inx . i
xlinl lnx—i—x;l - x— 1 1

Observacié: /)

x—a 80

Exemple 13.1.2 Calculeu

. X-+sinx
lim ——
X oo X — COSX

L'existencia de lim o no implica I'existéncia de lim *

x—a &)

Aquest limit és de la forma — per tant calculem el limit del quocient de derivades

; 14 cosx
Iim —
x— +eo | 4 8inX

Perd aquest limit no existeix perqué sinx i cosx oscil-len entre -1 i 1 quan x — 4. El fet que aquest limit
no existeixi no vol dir que no existeixi el valor del limit que nosaltres volem calcular inicialment, simplement

que en aquest cas no podem aplicar la regla de I’'Hépital.

Per calcular
. Xx+sinx
lim ———
X 40 X — COSX

- 1 . ,
multiplicant per — numerador i denominador:
X

. x+sinx I e
lim — = lim
X o X —COSX  x— tee ] —

cosx

Propietat 13.1.1 (Aplicacions de la regla de I’'Hopital al calcul de limits indeterminats) Siguin
f,g: A CR — R dues funcions derivables en un entorn d’un punt a € A,

1. Silim f(x)-g(x) = 0o, podem escriure

X— a
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per tant,

, w0 e
lim f(x)-g(x) = lim T_6<_—>

X— a X— a —_— (o]
g(x)

i ara podem aplicar la regla de I’'Hopital.
0 oo
(El fet de tenir 0 0 bé — depen de cada cas particular.)

2. Silim (f(x) — g(x)) = oo — oo, podem escriure

X— a

per tant,

lim (£(x) - g(x)) = lim <L__m> -3

X— a X— a

i aplicar la regla de I'Hopital.

Exemple 13.1.3 Calculeu h’m+xlnx
x— 0

lfm xlnx = lfm ¥ — (f>

x— 0t x— 0t 1 oo
X

Com que

1

lim =Ilim —x=0
x— 0t -2 x— 0t

aplicant la regla de I'Hbpital deduim que

Per tant,

Iim xlnx=0
x— 0F

1 1
Exemple 13.1.4 Calculeu lim (— — —)
=0 \sinx x

X —sinx 1—cosx sinx

z z

lim ( — — - ) =1lim - = - =lim ————— =0
=0 \sinx x x— 0 xsinx x—0sinx+xcosx  x— 0 2cosx —xsinx
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En aquest exemple hem aplicat dues vegades la regla de I'Hopital. Sempre que es compleixin les hipotesi
necessaries podem aplicar la regla reiteradament.

13.2 Férmules de Terylor i IV oL o1u i 1 1

Entre els sequidors de Newton a Anglaterra cal anomenar Maclaurin (1698-1746) i Brook Taylor (1685-
1731) als quals es deuen els desenvolupaments que porten llurs noms. La idea principal és que localment,
tota funcié derivable “s’assembla” a un polinomi.

Una técnica important en I'estudi de les funcions és I'aproximacié per polinomis, ja que els polinomis sén
les funcions més senzilles que hi ha. Aquest és I'objectiu de la formula de Taylor.

Teorema 13.2.1 (Polinomi de Taylor) Sigui f una funcié n — 1 vegades derivable en un interval obert I tal
que "V sigui derivable en x = a. Llavors el polinomi

pu() = @)+ T (e

") (g

n!

s’anomena polinomi de Taylor de f en a i de grau n.

El polinomi de Taylor és I'tnic polinomi de grau n tal que el seu valori el de les seves derivades coincideixen amb
les de f ena. Pertant, com més gran és el valor de n més bona és I'aproximacié de f ales proximitats de a.

Teorema 13.2.2 (Férmula de Taylor) Sigui f una funcié n+ 1 vegades derivable en un interval obert I.
Aleshores si a € I es compleix que

f'(a)
1!

f"(a)

n!

f"(a)

2' (x_a)2+...+

(x—a)+

f(x) = fla)+ (x—a)"+R,(x,a)

on R, (x,a) és una funcié que depén de x i de a i s'anomena residu de Taylor o terme complementari.

L'expressio de Lagrange del terme complementari és:

(n+1) c
R,(x,a) = f(in—l— 1()') (x—a)""!

essent ¢ un punt de I'interior de I'interval determinat per a x i a.
Fixem-nos que

J(x) = pa(x) 4+ Ry (x)
per tant,

R, (x) = f(x) = pu(x)
és I'error comeés en fer I'aproximacié polindomica.

El desenvolupament de MacLaurin és un cas particular de la formula de Taylor, quan a = 0.
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Exemple 13.2.1 Calculeu el polinomi de Taylor de
la funcio exponencial f(x) = e* de grau n per a
a=0

f'(0) /"(0)

Pu(x) = fO) + Tt oo b T

Comque f(0)=e"=1i f"(x)=¢" (VneN),
f™(0)=1Vne N, per tant,

N 2 X x"
Pn(X)— +1—!+2—!+§+"'+a
X Observem que a I'augmentar el grau del polinomi

de Taylor hi ha una millor aproximacié de la funcié
Fig. 13.2 Grafic de les funcions f(x) =e*, pi(x) =1+x  pel polinomi al voltant del punt @ = 0. Fixem-nos

X x xt

pr(x) = 14x+ %2 pa(x) =1+x+ Stetn també que el desenvolupament de Taylor dona una
aproximacio local, és a dir, per a valors de x forca
diferents de 0 aguest polinomi no és una bona apro-
ximaci¢ de la funcié exponencial.

L

13.3 Aplicacio al calcul d’extrem s mmm—

Definicio 13.3.1 (Extrems absoluts) Sigui f : A C R — R essent A el domini de f i considerem a € A.
Direm que

M = f(a) és el valor maxim absolut de f en A si f(a) > f(x) Vx€A

>
<f(x) ¥xeA

m = f(a) és el valor minim absolut de f en A si f(a)

S’anomena extrem absolut a un maxim o un minim absolut.

Teorema 13.3.1 (Teorema de Weierstrass) Tota fun-
cio continua, definida en un interval tancat i fitat,
assoleix en ell un maxim i un minim absolut.
Considerem per exemple la funcio f:[0,2) — R
definida per f(x) = x.

yl\

Observem que f és continua perd que no té maxim.
Aix0 no contradiu el teroema de Weierstrass, el que
passa és que falla una hipotesi: I'interval [0,2) no
és tancat.

R\V

Definici6é 13.3.2 (Extrems relatius o locals) Sigui
Fig. 13.3 f:ACR—R

Direm que f té un maxim relatiu en un punta € A si f(x) < f(a) per a qualsevol x d’un interval obert
que contingui a.

Direm que f té un minim relatiu en un punt a € A si f(x) > f(a) per a qualsevol x d’un interval obert
que contingui a.

Als valors maxims i minims relatius se’ls anomena conjuntament extrems relatius.
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Definicié 13.3.3 (Punts critics) Si f : A C R — esta definidaena € Ai f'(a) =0 o bé no existeix f'(a),
direm que el punt a és un punt critic del domini de f.

Teorema 13.3.2 Sigui f : R — R una funcié continua en un domini A que conté un interval obert, i sigui
a un punt d’aquest interval. Aleshores, si f(a) és un extrem relatiu, a ha de ser punt critic del domini.

Es a dir, si la imatge de a és un extrem relatiu d’una

81 funcid, aleshores en a la derivada val zero o bé no
6, existeix.
y 47 Observem que el teorema 13.3.2 diu que tot extrem

relatiu s'assoleix en un punt critic, pero no diu que
tot punt critic provoqui un extrem relatiu.

—_
[\S]

X Exemple 13.3.1
Considerem f: R — R definida per f(x) = x°.
La funci6 f és derivable Vx e R i f'(x) = 3x%.
Fixem-nos que f'(0) = 0 pero que pera =0 f no
Fig. 13.4 Grafic de la funcio f(x) = x* té extrem relatiu. Veure la figura 13.4.

Propietat 13.3.1 (Calcul dels extrems absoluts) Métode per calcular els extrems absoluts d’una funcié
f:a,b] C R — R continua:
1. Trobeu els punts critics de f a [a, b).
2. Calculeu la imatge per f de tots els punts critics.
3. Compareu els valors obtinguts a I'apartat anterior.
El valor més gran és el maxim absolut de f a |a,b)].

El valor més petit és el minim absolut de f a |a,b].

Exemple 13.3.2 Esvol dissenyar un canal de capa-

x—10 citat maxima per a conduccio d’aigua. La seccio
X 2 transversal del canal ha de tenir forma de trapezi
isosceles, essent la base inferior i els dos costats de
10 m de longitud. Quina ha de ser I'amplada (base

[ [
[ [
: : h superior de la seccio transversal) del canal?
[ [
10 [ [ 10 Si anomenem x la base superior i A I'altura de la
! ! seccié transversal, la funcié de la que volem trobar
: : els extrems és:
10 . base superior 4 base inferior
A = area= -altura
Fig. 13.5 2
x+10
_ it h
Observem que 2
x—10\> /=x2+20x+300
h:\/102_< : ) Y 2
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Llavors, la funcio resulta ser

10 V2242 1
A(x):x_z 0 ¥=x +20x+300:Z(x+10)\/—x2+20x+300 amb  x € [0,30]

(la base superior no pot ser més gran que la suma dels altres tres costats: 10+ 10+ 10 = 30)
Derivem i igualem a 0

1 —x*+10x+200

Ax)==-
(x) 2 /—x2+20x+300

—10¢ [0,30]

A(x)=0& - +10x+200 =0 x = { 0

Com que la funcio és derivable en (0,30) i els Gnics punts on no es pot derivar sén 0 i 30, només hem de
comparar els valors que pren I'area a x = 20 i als extrems de I'interval:

A(0) =25V3, A(20)=75V3, A(30)=0
Per tant, hem de prendre 20 m com a amplada de la secci6 transversal.
Definicié 13.3.4 (Creixement i decreixement) Donada una funcié f : A C R — R, direm que
f és creixent en un interval I CA, six <y = f(x) < f(y) Vx,yel
f és decreixent en un interval I C A, six <y = f(x) > f(y) Vx,yel

Direm que una funcié és mondtona en un interval I si és creixent o bé decreixent en I.

Definicié 13.3.5 (Monotonia estricta) Donada una funcié f: A C R — R, direm que
f és estrictament creixent en un interval [ C A, six <y = f(x) < f(y) Vx,y el
f és estrictament decreixent en un interval I C A, six <y = f(x) > f(y) Vx,y €l

Direm que una funcio és estrictament monotona en un interval I si és estrictament creixent o bé
estrictament decreixent en I.

Teorema 13.3.3 Si f : R — R és una funcio derivable en I'interval obert (a,b), aleshores:
Si f'(x) >0 Vx € (a,b) f és estrictament creixent a (a,b)

Si f'(x) <0 Vx € (a,b) f és estrictament decreixent a (a,b)

Aquest teorema ens permet determinar intervals on una funcié és estrictament creixent o decreixent.
Primer busquem els punts critics (punts on la derivada s’anul-la o no existeix) d'una funcié donada.
Aquests valors divideixen I'eix real en intervals, on estudiem el signe de la derivada. Si f’(x) >0 en un

interval, aleshores f creix estrictament en aquest interval i de la mateixa manera f decreix estrictament si
f'(x) <0en uninterval.
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Gr17

Exemple 13.3.3 Sigui f : A C R — R la funcié definida per f(x) = Determineu on és estricta-

ment creixent o decreixent la funcio f.

1. Calculem el domini de f: Domf =R —{—1}

x*(x+3)
(x+1)3

3. Busquem els punts critics: f'(x) =0<x=0 obé x= —3.

2. f és derivable Vx € Domf i f'(x) =

Aixi, doncs,

>0 <0 <0

/N

Fig. 13.6

Per tant, f creix a (—oo, —3), (—1,0) i (0,4-o0) i decreix a (—3,—1).

Test de la derivada primera pel calcul d’extrems relatius
Sigui f: A C R — R una funcié continua en el seu domini.

1. Trobeu els punts critics de f, és a dir, els punts ¢ del domini de f on f’(c) = 0 o bé no existeix f'(c).

2. Per cada punt critic ¢ tenim
(a) El'punt f(c) és maxim relatiu de f si es compleixen les dues condicions seguents:

f'(x) >0 Vx € (a,c) interval a 'esquerra de ¢
i

f'(x) <0 Vx € (c,b) interval a la dreta de ¢

>0 <0

Fig. 13.7
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(b) El punt f(c) és minim relatiu de f si es compleixen les dues condicions seguents:
f'(x) <0 Vx € (a,c) interval a I'esquerra de ¢
i

f'(x) >0 Vx € (c,b) interval a la dreta de ¢

<0

Fig. 13.8

(c) El punt f(c) no és un extrem relatiu si f’ té el mateix signe als intervals oberts a la dreta i a
I'esquerra de c.

| |
£>0 L >0 £<0 o f<0
| |
| |
/ | / \ | \
| |
C X C X
Fig. 13.9
Exemple 13.3.4
3
X
Aplicant aquest test podem dir, doncs, que la funcio f(x) = Gr 17 estudiada a I'exemple 13.3.3 té un
X
maxim relatiu a x = —3 i que el punt x = 0 no és extrem.
Fixem-nos que del punt x = —1 no podem dir res perqué no pertany al domini.

Test de la derivada segona per extrems relatius
Sigui f: A C R — R tal que f’(c) = 0 i existeix la derivada segona en un interval obert que conté c.
Aleshores,

= Si f"(¢) > 0 hi ha un minim relatiu ax = ¢
= Si f"(¢) < 0 hiha un maxim relatiua x =c¢

= Si f"(c) = 0 aquest test no déna informacio.
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Exemple 13.3.5
A I'exemple 13.3.3 estudiem la funcié f(x) =

AR —{—1} f és derivable dues vegades i f”(x)

x3

(x+1)?

6x

(x+1)*

Com que f"(—=3) < 0= Ax=—3 fté un maxim relatiu.

Com que f”(0) = 0 el test falla per x = 0.

Una pregunta que es fa sovint és la de quin dels dos tests és millor per aplicar: el de la primera derivada o
el de la segona? Doncs depen. D'aquests dos criteris es pot aplicar el que sigui més convenient o senzill
en cada cas, perque tots dos sén valids. Si la derivada segona és facil de calcular (com per exemple en el
cas dels polinomis) el test de la derivada segona és rapid, pero si f”(c) és dificil de calcular o bé f”(c) =0
pot ser més facil o fins i tot necessari aplicar el test de la derivada primera.

En I'exemple 13.3.5 com que f”(0) = 0 s’ha de tornar a la derivada primera per completar I'estudi del
calcul d'extrems. En aquest cas hem vist que en x = 0 no hi pot haver extrem ja que

>0

>0

=Yy

Fig. 13.10

Exemple 13.3.6 Estudieu els extrems relatius i absoluts de la funcio

f:][—3,3] = R definida per f(x) = |6 —4x|

Si apliquem la definici¢ de valor absolut i considerant que el domini de f és [-3,3].

()
fx -
4x_6

Six <

[\SISN)

f és derivablei f'(x) = —4

Six> 32 fésderivablei f'(x) =4

_q3
Enx = 3 calculem lim f&-1)
x%% 2
3

x)—f( 4x—6
lim /) {(2) = lim =4

x~>§+ X—3 x~>§+ X—3

2 2 2 2

si

si

6—4x>0&x<

6—4dx<0& x>

NRIW W
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Com que aquests dos limits laterals no coincideixen, no existeix la derivada de f en x = % Per tant, f és
derivable Vx € [—3,3] — {3}.

Com que f’ no s’anula mai, els Unics punts critics son x = % x=-3ix=3.

Si apliqguem el test de la derivada primera tenim

<0

Fig. 13.11

3 . . .
per tant, enx = > f té un minim relatiu.

Com que f és continua sobre [—3,3] el teorema de Weierstrass ens assegura que f té maxim i minim
absolut. Avaluem doncs la funcié en els possibles extrems absoluts:

3
f(=3)=18, f3)=6, f(5)=0
Per tant, a x; = —3 hi ha el maxim absolutiax, = % hi ha el minim absolut. Veure la figura 13.12.

13.4 Aplicacié a la representacio del grafic de funcion s "
Una altra aplicacio important de les derivades és la representacié del grafic de funcions. Per fer un estudi

detallat, hem de recordar algunes definicions importants, com sén les que fan referéncia a la simetria de

funcions, concavitat i convexitat, punts d'inflexié i asimptotes.

Tot i que actualment hi ha molt bones eines informatiques de calcul que ens permeten obtenir la represen-

tacio grafica de funcions reals de variable real, convé saber interpretar el grafic d'una funci¢ determinada.

Actualment, apareixen molts grafics a matematiques, enginyeria, fisica, economia i moltes altres branques.
Coneixer el grafic ens pot ajudar a entendre el nostre problema objecte d'estudi.

Definicié 13.4.1 (Talls amb els eixos) Donada f:R — R, si 0 € Domf i f(0) = b, aleshores el punt
(0,b) s'anomena la interseccié amb I'eix y del grafic de f. Si a € Domf tal que f(a) =0, aleshores el
punt (a,0) és una interseccié amb I'eix x del grafic de f.

Definicié 13.4.2 (Simetries basiques) Direm que una corba 'y = f(x) és simétrica respecte de
I'eix OX si f(x) = —f(x) Vx € Domf.
I'eix OY si f(x) = f(—x) Vx € Domf.

I'origen de coordenades si f(—x) = —f(x) Vx € Domf.
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] 37
| 3
] Yoo
1 1
] T T
S ] X
] -1
47 i
2’ -2
3 2 -1 - 1 X 2 3 -3 -
Fig. 13.12 Grafic de la funci6 f(x) = |6 — 4x| Fig. 13.13 Grafic de la funcié f(x) =x*

Observem que si f és una funcié, només té sentit parlar de simetria respecte de I'eix de coordenades (OY)
i respecte de |'origen de coordenades.

Definicié 13.4.3 Direm que f : R — R és parell si f(—x) = f(x) Vx € Domf

Direm que f: R — R és senar si f(—x) = —f(x) Vx € Domf

Observacié:  Si f és una funcié parell aleshores és simetrica respecte de I'eix OY i si és senar és simetrica
respecte de I'origen de coordenades.

Exemple 13.4.1

f(x) = x* és parell perque f(—x) = (—x)* = x> = f(x). Veure la figura 13.13.

=
o

Fig. 13.14 Grafic de la funci¢ g(x) = x* Fig. 13.15 Grafic de la funcié h(x) = x* +x

3

g(x) = x* és senar perque g(—x) = —x* = —g(x). Veure la figura 13.14.
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=

Fig. 13.16 Grafic de la funcié f(x) =x* —x

Observem que no sempre una funcié ha de ser parell
o senar. Per exemple, la funci6 h(x) =x*+x no
és parell ni senar perque
h(—x) = (—x)*+ (—x) =x" —x
i, per tant, h(—x) # h(x) i
h(—x) # —h(x)

Definici6 13.4.4 (Concavitaticonvexitat pera fun-
cions derivables) Sigui

fila, ) CR—R

una funcio derivable en un punt x, € (a,b).

\/

Xo

Fig. 13.17

Fig. 13.18

Direm que f és convexa en x, Si existeix un entorn del punt on el grafic de la funcid f “esta per sobre” de
la recta tangent al grafic en el punt (xo, f(x0)). Veure la figura 13.17.

Direm que f és concava en x, si existeix un entorn del punt on el grafic de la funcié f “esta per sota” de
la recta tangent al grafic en el punt (xo, f(x0)). Veure la figura 13.18.

Fig. 13.19 Punt d'inflexié
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Hi ha autors que alld que aqui es diu convex en
diuen concau, i a l'inrevés.

La definicié de concavitat i convexitat que hem do-
nat no és la definicié més general, perd cobreix els
objectius generals.

Definicié 13.4.5 (Punt d’inflexio) Direm que la fun-
ci6 f:[a,b] C R — R derivable en un punt xo €
(a,b) té un punt d'inflexié en x si el grafic canvia
de curvatura, és a dir, passa de concava a convexa
o viceversa.



Observacié:  Aquestes tres definicions no sén excloents, és a dir, hi ha funcions derivables en un punt,
que no sén convexes, ni concaves ni tenen una inflexié en aquest punt.

Per exemple, la funcié f: R — R definida per
x*sint si x#0
{ 0 si x=0
en el punt xo = 0.
Propietat 13.4.1 Si f : [a,b] C R — R és una funcio dues vegades derivable en x, € (a,b), aleshores,

f"(x0) > 0= f esconvexaen x,.

f"(xy) < 0= fesconcavaen x.

Si xo és un punt d’inflexio, aleshores f"(xy) = 0.

// B} Exemple 13.4.2 Estudieu la concavitat, convexitat
! <0 >0 i punts d'inflexié de la funcié
I I
I \ ! / f(O,+°°)CR—>R
: : x—1
0 1 x definida per f(x) = —Inx.
Fig. 13.20
(x—1)* x—1

La funcio6 f és derivable dues vegades a (0, <o), essent f'(x) = %
X

Busquem els punts on f”(x) = 0 o bé no existeix f”.
ffx)=0sx=1
Per tant, f és convexa a l'interval (0,1) i f és concava a l'interval (1,+eo).

Podem dir que x =1 és un punt d’inflexi6? La propietat 13.4.1 només ens assegura que x = 0 pot ser
un punt d'inflexié. La definicié de punt d'inflexié no és prou operativa per caracteritzar comodament els
punts d'inflexio (pensem, per exemple, en les funcions f(x) = x* i g(x) = x*). El teorema segiient ajuda
en aquest estudi.

Teorema 13.4.1 Sigui f : [a,b] C R — R una funcié real que té derivades de qualsevol ordre en un entorn
del punt xy.

Si
F(x0) = f"(x0) == f" (xg) =0 i f"(x)) #0

aleshores,
sin és parell i f™(xo) > 0= f té un minim relatiu a x,
sin és parell i f™(xo) < 0= f té un maxim relatiu a x,

si n és senar = x, punt d'inflexio.
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Exemple 13.4.3

Aplicant doncs el teorema 13.4.1 a I'exemple 13.4.2 (figura 13.21), com que f”'(1) # 0 podem assegurar
que f té un punt d'inflexio en x = 1.

Detall del punt d'inflexié (fig. 13.22):

0.01 5
0.008
0.006

. ] 1 2 4 5 6 0.004
o 0.002

B -0.002 X
] -0.004
-0.006
-0.008 1
-0.01 -

-1 Fig. 13.22

Fig. 13.21 Graficde f(x) = —Inx

Definicié 13.4.6 (Asimptotes verticals, horitzontals i obliqtes) Considerem f : [a,b] CR — R.
Direm que la recta x = c¢ és una asimptota vertical de/ grafic de f si és infinit un dels dos limits segtients

lim f(x) obé lim f(x).

X—c™ x—ct
La recta y = [ és una asimptota horitzontal del grafic de f si

lim f(x)=1 obé lim f(x)=1.

X— oo

La recta y, = mx+n és una asimptota obliqua del grafic de f si

lim (£(x)~y,) =0

X—oo

i una forma practica de calcular-la és veient si existeixen m i n, tals que

m = lim fx) i n=1lim (f(x)—mx)

X—dEoo X X—too

Quan fem el limit a —ee estudiem asimptotes obliques per I'esquerra i analogament amb oo per la dreta.

Exemple 13.4.4 Considerem la funcid f : A C R — R definida per

X

fx)=|x—1] —21nx+

Determineu les seves asimptotes en cas que existeixin.
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Primer de tot estudiem el domini de la funci¢ f.
Com que a R el denominador d'una fraccié no pot

61 ser mai zero
y oo
] x+1#£0sx#—1
24
0] i, a més a més, com que la funcié logaritmica esta
6 4 -2 ] 2 4 6 definida a R* imposem que
-2 X
] X
—4 > O
x+1

D'aqui deduim que Domf = (—oco, —1) U (0, +o0).

Fig. 13.23 Grafic de la funcié f(x) = [x— 1| — ZIHL1 = asimptotes verticals
o Com que
lim f(x)=4e i lim f(x)=—co
x—07T x——1-
les rectes x = 0 i x = —1 s6n asimptotes verticals.
= asimptotes horitzontals
En aquest cas no hi ha asimptotes horitzontals perque
lim f(x)=4e i lim f(x) = oo
x—oo X—s—o0

= asimptotes obliqles

Com que

f()

=1lim 22 =1 = 1i —x)=—1
mElm = =i Uy

la recta y = x — 1 és asimptota obliqua quan x — oo,
De

mzl;rr}m@:—l i n=1im (f(x)+x)=1

X X——00
deduim que la recta y = —x+ 1 és una asimptota obliqua quan x — —co,
A continuacié donarem una metodologia aconsellable per obtenir la representacio grafica d'una funcié.
Donada f: A C R — R, estudieu

el domini de f,

les simetries (funcio parell o senar),

els punts de tall del grafic de la funcié amb els eixos,
la continuitat de f,

el signe de f’ (creixement i decreixement),

el signe de f” (concavitat i convexitat),

les asimptotes.

NoukwnN =
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Exemple 13.4.5 Representeu graficament la funcio

f) =/ (124 (x-1)?

= Domini:
Domf =R
= Simetries:
f(x) = f(—x) Vx €R, per tant, la funci6 és parell i només cal estudiar-la a I'interval [0, +-oo)
= Continuitat:
Una funcié arrel cibica és una funcié continua, per tant, la funcié sera continua en tot el domini.

= Limits als extrems del domini:

tim (/G174 17 = e

X— o0

No hi haura asimptotes horitzontals pero n’hi podrien haver d’obliques.

o VEEP YT

X—>+oo X

(perqué el “grau” del numerador és inferior al grau del denominador). Per tant, tampoc hi haura
asimptotes obliqUes.

= Derivabilitat:

2 2
! x) = +
f®) 3Vx+1  3vx—1
La funcio arrel cbica no és derivable quan s'anul-la, llavors f(x) no sera derivablea x =1iax= —1.

A més a més,

lim f'(x) =+4oc lim f'(x) = oo

x—1+ x——11

lfm f/(x) = —eo lim f/(x) = —eo

x—1- x——1"

Per tant, en aquests punts f(x) tindra una punxa vertical.

<0 >0 <0 >0

Fig. 13.24
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= Creixement, decreixement, maxims i minims:

Coe 2 2
B 3Vx+1  3vx—1
Estudiem el signe de la derivada als intervals (—eo, —1), (—1,0), (0,1) i (1,4-e0).
f'(—=2) = —1,1289 = f(x) és decreixent a (—eo,—1).

f(—=0,5) =0,2575 = f(x) és creixenta (—1,0).

f'(x)

Sx+1=—x+1<x=0

f(0,5) =—0,2575 = f(x) ésdecreixenta (0, 1).
f(2) =1,1289 = f(x) és creixent a (1, +4-e0).

Per tant, a x = 0 hi haura un maxim relatiu, i a
x=—1liax=1 (puntsde no derivabilitat) minims
angulars.

= Concavitat, convexitat i punts d‘inflexio:

1 vy 2 1 1
F=5 <v<x+1>4+wx—1>4>

-6 4 -2 0 2 6 Com que f”(x) és negativa per a tot x, f(x) no
tindra punts d'inflexié i sempre sera concava.

Fig. 13.25 Grafic de la funcio f(x) = v/ (x+1)>+/(x —1)? . ) .
| | uncis f0) =/t 1+ = 1) = Representacio grafica (fig. 13.25)

Exemple 13.4.6 Representeu graficament la funcio

= Domini:
Domf =R
= Continuitat:

Com gue les funcions valor absolut i exponencial son continues, i el denominador del quocient és diferent
de 0, la funcié només pot deixar de ser continua al punt on s'ha definit ailladament, és a dir, x = 1.

lim (x— l)e\;-l”

x—1t

0-e=0-e==0-0=0=f(1)

lim (x— l)e\;ll\

x—1-

0-e=0-e=0-0=0=f(1)

Llavors, la funcié és continua a tot R, i no hi haura asimptotes verticals.
= Limits als extrems del domini:
Limit a 4o
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No hi haura asimptota horitzontal, pero pot haver-hi asimptota obliqua.

-1
—1)eFT _
mo— tim SV e (1_1)6,;.

X—o0 X X—o0 X

X—r o0
-1 —1

— lim ((x (e\*’*” - 1) —e‘**l\)

X—+oo

. —1 ; = , —X -1
= lim x —lim ek = lim —e*

X—to0 |x — 1| X—r-o0 x—too X — |
= —1-¢"=-2

(utilitzem I'infinitésim e5® — 1 ~ g(x) si g(x) — 0)
Aquest limit es pot resoldre amb programes de calcul, per exemple amb MAPLE.
> limit ((x-1)+*exp((-1)/(abs(x-1)))-x,x=+infinity);

-2

Per tant, hi haura I'asimptota obliqua y = x —2.
Limita —oo

lim (x— ])e\xfl\ = —c0.pFe = —00.¢) = —oo

X——o0

No hi haura asimptota horitzontal, pero pot haver-hi asimptota obliqua.
-1

— [x—1] -~

X—s—00 X X—s—00 X

1

= (1-0)e™==1-"=1

—1
n = lim ((x—l)e\k”—l-x
— lim (x(eﬁ—l)—e\ffu)
—1 -1 —X _
= lim x——— —lim "7 = lim — e
X —oo |x—1| x——oo x——eo —X 4
= 1-¢"=0

(utilitzem I'infinitesim es™ — 1 ~ g(x) si g(x) — 0)
Per tant, hi haura I'asimptota obliqua y = x.
= Derivabilitat:

Com que la funcié exponencial és derivable, la funcié valor absolut és derivable on no s'anul-la, i el
denominador del quocient és diferent de 0, la funcié només pot deixar de ser derivable a x = 1.
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—1
iy e JAFR) = f() (LA —1)el T
f) = 1h—>0 h _II%TO h
= lim eﬁ:e;&:e*“’:O
h—0

Creixement, decreixement, maxims i minims:

Observem que

i, per tant, I"tnic maxim o minim relatiu possible esta a x = 1.

Estudiem el signe de la derivada per poder calcular els intervals de creixement i de decreixement. Com
que tota funcié exponencial és positiva, només cal estudiar el signe de les fraccions polindmiques.

x<l={x—-2<0ix—1<0}=f(x)>0
x>1={x>0ix—1>0}= f(x)>0

1

Per tant, f(x) és sempre una funcio creixent, i al voltant de x = 1 la funcié “és plana”.

Concavitat, convexitat i punts d'inflexio:

f'(x) =

Observem que

per tant,
f(x) sera concava a (—oo, 1)
f(x) sera convexa a (1, +4-eo)

i ax =1 hi haura un punt d'inflexié.
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= Representacio grafica:
L'obtenim amb les seglients instruccions de MAPLE:
> w:=proc(x) if x=1 then 0 else (x-1)x*exp(-1/abs(x-1))
end if
> end proc;

> plot(w,-4..6);

w:=proc(x)ifx=1thenOelse(x—1)*exp(—1/abs(x—1))end ifend proc

Detall del punt d’'inflexi¢ (fig. 13.27)

1 0.02
47
y o] ]
2+ Yy o.01
: ‘ ‘ 0 ‘ ‘ : ‘ ‘
2 4 6 1 1.1 1.2 1.3 1.4
X X
—0.01
—0.02 -
Fig. 13.26 Grafic de la funci¢ Fig. 13.27
(x—1emT si x#1
fx) = ,
0 siox=1

Per consolidar els conceptes d'aquest capitol podeu anar a la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Calcul de primitives

El calcul integral té els origens en el problema de
calcular I'area sota una corba plana.

L'any 1686, a I'assaig De geometria recondita, de
Gottfred Wilhelm Leibniz, s'exposen les regles fo-
namentals del calcul integral, s'indiquen el caracter
invers de les operacions d’ integracioé i diferenciacié
i s'utilitza per primera vegada el simbol [ (inicial
gotica de la paraula suma), perd Leibniz encara fa
servir |" expressi6 methodus tangentium inversa o
calculus summatorius. La primera vegada que es
va utilitzar el terme integral va ser Jakob Bernoulli
(1655-1705) I'any 1690, i el 1698 Leibniz i Johan
Bernoulli (1667-1748) van acordar la notacié calcu-
lus integralis. Cauchy va introduir molt més rigor en
el desenvolupament de la teoria de la integral que
va ser generalitzada més endavant per Riemann i
finalment per Lebesgue (1875-1941).

\

Fig. 14.1

Isaac Barrow (1630-1677) va escriure I'anomenada regla de Barrow, on es relacionen els conceptes de
derivada i integral i es fa possible el calcul d'una integral d'una funcio real de variable real definida en un
interval utilitzant el concepte de funcié primitiva que donarem tot seguit. La regla de Barrow dira que si
f: [a,b] — R és una funcio continua que té primitiva una funcié F, aleshores,

b
| r=r)-F@
Per tant, entenem el calcul de primitives com I'element essencial del calcul integral.

En aquest capitol veurem métodes que permeten calcular primitives d’una gran varietat de funcions.
Estudiarem el metode d'integracié per parts, el teorema del canvi de variable i donarem els metodes
més usuals de calcul de primitives per a funcions racionals, trigonometriques i irracionals. D’altra banda,
el calcul de primitives és un bon tema per desenvolupar les habilitats de calcul, important en totes les
branques de les matematiques.

Actualment hi ha sistemes d'integracié simbodlica molt bons que permeten calcular primitives, tot i que

per poder-los utilitzar s'han de coneixer certes técniques d'integracié. Nosaltres introduirem i comentarem
exemples fets amb MAPLE 7, INTEGRATOR i WIRIS, sistemes que permeten obtenir rapidament les integrals
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de moltes funcions. Hem de tenir molt clar que el perfeccionament de la tecnologia fa que la metodologia
a vegades perdi importancia, perd en cap cas perden importancia les idees i els metodes de raonament.

14.1 Primitives i integral ind e fin i cl o

Definicié 14.1.1 (Primitiva d'una funcié real de variable real) Direm que F és una pri- mitiva de
f :a,b]—R, que se suposara acotada, si F és continua en [a,b] i derivable en (a,b) amb F'(x) = f(x)
Vx € (a,b).

Definicié 14.1.2 (Integral indefinida) Si F' és una primitiva de f en [a, b] llavors qualsevol altra primitiva
G difereix de F en una constant, és a dir G(x) = F(x) + C. Al conjunt de totes les funcions primitives de
f en [a,b] I'anomenem integral indefinida de f en [a,b] i se simbolitza mitiancant [ f(x)dx.

/f:{F-l-C\F/:f, C constant}

14.1.1 Integrals immediates

La definicié de primitiva permet entendre el procés d'integracié com un procés de derivacio inversa o
antiderivacio. Les regles de derivacié de les funcions més usuals condueixen a I'anomenada taula d'integrals
immediates, i va ser Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) qui va construir la primera taula d'integrals.
No existeix un criteri objectiu per determinar si una integral és o no immediata, d'aqui que la taula pugui
apareixer amb diferent nombre d’entrades segons la font. (C indica una constant qualsevol.)

xn+1

"dx = ——+C -1
/xx n+1+,n7é

1
/—dx = Infx|+C
X

/axdx = 2 4c (@a>0,a#1)
Ina

/ edx = e +C
/sinxdx = —cosx+C
/ cosxdx = sinx+C

/tanxdx = —In|cosx|+C

1
/ > dx = tanx+C
cosZx

—1
/ dx = cotx+C

sin’x
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/sinhxdx = coshx+C

/coshxdx = sinhx+C

d
/ 7005;2 = tanhx+C
X
_dx arcsinx + C
Vi—-2
dx
= arg sinhx+C
VX241
dx
—— = argcoshx+C
Var—1
d
% = arctanx+C
X
d
1 il 5 = argtanhx+C
—X

Nota: Aplicant la regla de la cadena, es dedueix que [ f(u(x))u’(x)dx és immediata sempre que ho sigui

[ f(x)dx.
(f(u(x))) = f'(u(x))u'(x) éf(u(x)):/f’(u(x))u'(x)dx

Exemple 14.1.1 Com que

(In(u(x))) = tenim que /u—dx:lnu—l—C
u

Exemple 14.1.2

!
/ “ dx = arctanu+C
1+ u?

Hi ha integrals que no estan a la llista d'integrals immediates pero s’hi podrien considerar perqué soén les
mateixes, llevat de modificacions dels coeficients.

d 1
A —arctanf—l—C

Exemple 14.1.3 Demostreu que/—
xX+a*> a a

1

/ dx 1 / dx 1/ ~dx 1 ¢ x+C
—_— = ——— == = —arctan —
+a® a) 2P+1 al) (2?41 a a
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Amb MAPLE podem introduir la funcié que volem integrar i obtenim la primitiva, encara que no sempre
amb la seva expressié més simplificada. Primer introduim I'operacié que volem que ens faci, i el programa
ens en ddna el resultat.

En el cas d’aquest exemple, escriurem
> int (1/(x"2+a"2),x);
i el programa doéna la solucié
X
arctan(—)
. a
a

que com veiem coincideix, llevat que no hi consta la constant d'integracid, amb el resultat que nosaltres
haviem deduit. La majoria de sistemes de calcul simbolic acostumen a donar 0 com a constant d'integracio.

14.2 Meétodes d’inte g oo

L'expressié analitica d’una primitiva per a una funcié donada no sempre existeix i, quan existeix, tampoc
es disposa d'un procediment sistematic i general per trobar-la.

De la teoria de la Integral de Riemann es dedueix que qualsevol funcié f : [a,b]—R continua té primitiva.
Perd no tota funcié racional, potencial, exponencial, logaritmica i trigonometrica i els resultats obtinguts a
partir de totes elles mitjancant sumes, producte, divisions i/o composicions, té una primitiva del mateix tipus.

Funcions que apareixen moltes vegades en el calcul i en la teoria de Probabilitats, com per exemple e,
sinx o .
L VI+x, Vk:0 < k <1, no tenen primitives expressables mitjancant

e V=)0 - )

funcions com les que hem comentat anteriorment.

En aquests casos si hem de calcular fuh f(x)dx el que es fa és recorrer a la integracié numerica aproximada.
Es disposa, no obstant, de metodes o regles de caracter general (integracié per parts i integracié per
substitucio o canvi de variable) que es basen en les corresponents regles de derivacié de la suma, producte
i funcio composta respectivament. L'aplicacio d'un o més d'aquests metodes permet el calcul de primitives
per algunes classes de funcions conegudes com les racionals, les trigonometriques i hiperboliques i alguns
tipus de funcions irracionals.

Propietat 14.2.1 Si les funcions f,g tenen primitiva en un interval I llavors la primitiva de la funcié
of +PBg (a,P € R) esta donada per:

/ [of (x) + Bg(x)]dx = o / f(x)dx+p / g(x)dx (linealitat de la integral)

Aquest métode permet reduir moltes integrals a suma d‘integrals immediates.

Exemple 14.2.1

1 1
/(ax2+bx+c)dx:a/xzdx+b/xdx+c/dx: gax3+§bx2+cx+C
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Exemple 14.2.2

1 1
/ X dx:/ 14— dxz/dx—i—/ dx=x+Injx—1]+C
x—1 x—1 x—1

Amb MAPLE obtenim el mateix resultat:

> int(x/(x-1),x%x);
x+In(x—1)

Observem que MAPLE no posa el valor absolut. En canvi, WIRIS si que ho fa.

{f% = In{[x=1]) +x

14.2.1 Integracié per parts

Siu:I — Riv:I— R soén dues funcions que tenen derivada continua en un interval |, llavors:

on u(x),v(x) son dues funcions que tenen derivada continua (és a dir, de clase €’!) en un interval 1.
Derivant la funcié h(x) tindrem:
R (x) = u(x)v'(x) + v(x)u'(x)

D’on, integrant obtenim:

/h’(x)dx = h(x) = u(x)v(x) = /u(x)v’(x)dx—i—/v(x)u'(x)dx

Per tant,

Aguest metode resulta aconsellable quan la funcié a integrar es pot descomposar en un producte de la
forma indicada i quan, a més a més, [v(x)u'(x)dx és més facil de calcular que [u(x)v'(x)dx. A vegades
el metode d'integracié per parts no condueix directament a la primitiva de la funcié siné a una altra que,
sovint, es resol aplicant el metode per parts de forma recorrent.
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Exemple 14.2.3 Calculeu

/ Inxdx

obtenim:

1
/lnxdx =xlnx— /x—dx =xlnx— /dx =xlnx—x+C
X
Amb MAPLE podem obtenir la primitiva directament:

> int (1ln(x),x);

xIn(x) —x

Aixi mateix, MAPLE té uns comandaments per fer servir el métode d'integracié per parts, definint quina és
la funcié u:

> intparts (Int(ln(x),x),1ln(x));

x In(x) —/ldx

> x*1n(x)-int(1,x);

xIn(x) —x

/ex cosxdx

Exemple 14.2.4 Calculeu

/e"cosxdx:e’“cosx—/—e"sinxdx:e"cosx—l—/exsinxdx

Per resoldre [ e*sinxdx utilitzem novament el métode per parts, considerant:

{u(x):sinx, i (x) = cosx

Vix)=e",  v(x)=eé€"
De manera que

/ e*sinxdx = e*sinx — / e‘cosxdx
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La integral original passa a ser:
/e" cosxdx = €' cosx+ e sinx — /ex cosxdx
Per tant,
X 1 X X o0
e*cosxdx = 5(6 cosx+e*sinx) +C

Amb MAPLE podem arribar a obtenir una expressié bastant avancada, perd en cap cas ens estalvia el darrer
pas.

> intparts (Int (exp(x)*cos(x),x),cos(x));
e* cos(x) — / —sin(x) e*dx
> exp(x)*cos (x)+intparts (Int (exp (x) *sin(x),x),sin(x));
e* cos(x) +sin(x) e — / e* cos(x)dx

Amb WIRIS procedim de la manera segiient

H/ex-cos(xj = %-e*-cos[xh%-e“-sin(x]

14.2.2 Integracié per substitucié (canvi de variable)

Siguin f : I—R continua a I i g : J—R funcié derivable amb derivada continua a J, tal que existeix la
funcié inversa g~! i es verifica que g(J) C I iamésamés g'(t) # 0 Vr € J llavors es verifica que:

[ = [ flelg @)dr ont =g

Es a dir, substituim la variable x per una nova variable 7 lligada a I'anterior per la relacié x = g(r) de la
qual obtenim que dx = g'(¢)dt. Escollint encertadament el canvi de variable aconseguim en molts casos
simplificar una integral donada.

Exemple 14.2.5

1 1 1
/xe’xzdx = —E/e”du = —Ee”—i—C = —Ee*)‘z +C
(canvi: u(x) = —x*, du = —2xdx)

Amb MAPLE arribem al mateix resultat, aplicant el canvi de variable de la manera seguent:

> changevar (u=-x"2, Int (x*exp(-x"2),x),u) ;
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> int(-1/2*exp(u),u);

> changevar (u=-x"2,-1/2+*exp (u) ,x) ;

Exemple 14.2.6

dx dx " e* " du x
/ - :/ - :/ .~ dx:/ 5 = arctanu + C = arctane” +C
e +e* e+ % (e)?+1 w+1

(canvi: u(x) = e*; du = e*dx)

14.3 Integracié de funcions 1oiCion o1l s mmmmmm———— e —

Una funcié racional és un quocient de polinomis, és a dir, una funcié de la forma H (x) = %. La técnica d’

integracio d'una funcié racional consisteix a descomposar-la, mitjancant métodes algebraics, en una suma
de fraccions més simples que tinguin integrals immediates. Quan el grau de P(x) és igual o més gran que

el de Q(x) sempre podem expressar H(x) com a H(x) = C(x) + 28 on C(x) i R(x) son respectivament
el quocient i la resta de dividir P(x) entre Q(x), ara amb el grau de R(x) menor que el de Q(x). Com que
la integral de C(x) pot calcular-se facilment, el problema d'integracié de funcions racionals es redueix al

cas general on el grau de P(x) és menor que el de Q(x).

Una gran quantitat d'integrals que no sén racionals a primer cop d’ull, poden racionalitzar-se (convertir-se
en racionals) mitjancant un canvi de variable encertat.

14.3.1 Descomposicié en fraccions simples

P
Tota fracci6 racional de la forma % tal que gr(P(x)) < gr(Q(x)) pot expressar-se com una suma de
X
fraccions del tipus:
A
>1

G =D
sia € R és arrel de Q(x) o bé:

Mx+N

n>1)

o-ap v ¢

si els complexos o £ Bi son arrels de Q(x).
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Cada arrel dona lloc a tants termes com multiplicitat té, i els coeficients A, M, N... es determinen resolent
el sistema que resulta d'igualar terme per terme P(x) i el numerador de la fraccié obtinguda al sumar els
termes simples.

P(x)

Exemple 14.3.1 Descomposeu en suma de fraccions simples la fraccié racional m sabent que la
X

descomposicié factorial de Q(x) a C és

Q(x) = (x+3)*(x —2)(x —i)*(x +i)?

P(x)

La fraccié racional —= admet la seglient descomposicié en suma de fraccions simples:

Q(x)
P(x) P(x) A B C Dx+E Fx+G

00)  GI3PG—2)(@+1) x43 G+3 =2 exi T iy

Donat un polinomi particular P(x) es redueixen els sumands del segon terme de la igualtat a comu
denominador i s'obtenen els valors de les constants indeterminades A, B, C, D, E, F i G igualant els dos
polinomis dels respectius numeradors, tal com veurem més endavant en exemples concrets.

14.3.2 Integracié de les fraccions simples

1. Arrels reals simples:

A
/ dx=Aln|x—a|+C

X—da

2. Arrels reals multiples:

A A
/ (x—a)"dx: T (n—=1)(x—a)! T

3. Arrels complexes simples:

" Mx+N Mx—Mao " Mo+N
e A s L e

(M 2kx-o) o [ Mo.+N e
B 2(x—0c)2+[32d /(x—oc)2+[32d B

Mo+ N —a
+ arctanL +C

B p

M
=5 Inf(x—0)*+ B’ +

Exemple 14.3.2 Calculeu
x+5
—d
/x2—4x—|—20 x

Calecul de primitives 195 m—



/ x+5 / 2x+ 10
4x+20 2] 2= 4x+20
B / 2x—4 / i
T 2] - 4x+20 T3] 2z 4x+20

- 1 Cdxy20|47 [ 2
n|x* —4x + |+/ +16

= —l —4 20 —
n|x® —4x+ |+16/ Tz +1

-2
= —ln|x —4x+20|+—arctan< 1 >+C

4. Arrels complexes multiples: en aquest cas la integracié de les fraccions simples és laboriosa, cosa
gue fa que per integrar una funcié racional amb arrels complexes multiples s'utilitzi normalment el
metode d'Hermitte.

14.3.3 Métode d’Hermitte

El metode d’Hermite (1822-1901) pot utilitzar-se sempre que existeixin arrels multiples (reals o complexes)
perd és especialment util en el cas d'arrels complexes multiples. Donarem una expressié general del
metode, tot i que us recomanem que per entendre el métode us fixeu en I'exemple 14.3.7.

En general, si Q(x) pot factoritzar-se de la forma:

O(x) = (x—ar)" -+ (x—a)*[(x+ou)* + B " - [(x+ 0r)” + By ] -

llavors la funcié racional admet la descomposicio:

P(x):i< Pi(x) >+ Py (x)

O(x) dx\(x—a)[(x+o)2+B7let ) (x—ar)-[(x+ou)?+ B

on Py y P, sén polinomis amb coeficientes indeterminats de graus una unitat menys que els seus respectius
denominadors. Els coeficients dels polinomis P;(x),P»(x) poden obtenir-se derivant, reduint a comu

denominador i identificant termes amb el polinomi P(x).

En el cas particular on Q(x) = [(x — o) + B tindrem la descomposicio segtient

P(X) o MX+N + d A(zy,3)x(2“_3) +A(2ﬂ,4)x(2“_4) +--- +A1X +A0
o) +BF  G—op+p  dx [Gr—a)?+ B
integrant:
/ P(X) o / M)C+N A(zy,3>x(2“_3) +--- +A1X +A0
[(r—o)+p2p (=) +p? [(c— o)+ Bt

amb la qual cosa el cas d'arrels complexes multiples es redueix al d'arrels complexes simples.
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Exemple 14.3.3 (Arrels reals simples) Calculeu

/x4—3x3—3x—2

x3—x2—2x

dx

Com que el grau de P(x) és més gran que el de Q(x), primer efectuem la divisi6 dels polinomis i obtenim:

=3 —-3x-2 —-2)- Tx+2

x> —x2—2x x3—x2—2x

Ara resolem I'equacié x* — x* —2x = 0 i resulta que {2,0,—1} son les seves tres arrels (reals simples). Per
tant, la descomposicié en fraccions simples ens queda:

Tx+2 A B C
-4 —+
x—2 x+1

¥ _2x x
Si igualem els numeradors de les dues fraccions tenim:
Tx+2=A(x—2)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x—2)

d’on igualant els coeficients dels dos polinomis obtenim el sistema

0=A+B+C
7=—-A+B-2C
2=-2A

amb solucions:
8

A=-1,B=—-,C=—=
3

Per tant,

=3 —-3x-2 Tx+2
/ x3—xr—2x a’x:/(x—2)dx—/x3_x2_2xdx:

18/ 1 51
— [ —2)ax+1 [ =dx-2 dx+ 2 ——dx —
/(x Jdx+ /x S A R Lo

2 8 5
:%—Zx—Hn]x]—§1n|x—2|+§ln|x+1\+C

Amb MAPLE obtenim el mateix resultat (excepte els valors absoluts del logaritme neperia):

> int ((x74-3*x"3-3*x-2)/(x"3-x"2-2%x%) ,X) ;

1 5 8
§x2—2x+1n(x)+§ In(x+1) — 3 In(x—2)
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Exemple 14.3.4 (Arrels reals multiples) Calculeu
x+1
- d
/ Bt

El denominador pot factoritzar-se com a x*(x —2)* , és a dir, les arrels son x = 0 (triple) i x = 2 (doble),
per tant la descomposicié en fraccions simples ens queda:

)C‘I—l X+1 A1 A2 A3 B1 BQ
S5 s] Fre

x5—4x4—|—4x3:x3(x—2)2: x x X

Igualant les dues fraccions tenim:
x+1=A(x—2)" +Ax(x—2)* +A3(x —2)* + Bix’ (x —2) + B,x’
d’on, igualant termes, obtenim el sistema:

0=A,+5B
0=—4A,+A,—-2B,+ B,
O - 4A1 —4A2 +Ag

1:4A2—4A3
1 =4A;
Resolent el sistema obtenim:
7 1 1 7 3
1 167 2 27 3 47 1 167 2 8
Integrant:
/ x+1 B
x5 — 4t 43
A/1d+A/ld+A/1d+B/ld+B/ L
= —dx —dx —dx ——dx ——dx =
" ox ) 2 ) ') x=2 *) (x=2)?
AIn 2] 4 Ao (—2) + Ag(——=) 4 By Infr — 2| £ By (———) +C
! N x Ny ! N x-2
Per tant,
x+1 7 1 1 3 7
_ = Inx———————— — —Inx-2|+C
/x5—4x4+4x3 6 TR T8 sa—y 16T

Exemple 14.3.5 (Arrels complexes simples) Calculeu
X
—d
/W+M%ﬂx
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Descomposem l'integrant en fraccions més simples:

X _A)H—B+ C
+Dx—1) 2+1  x—1

per tant, x = (Ax+B)(x— 1) +C(x* + 1) i resolent el sistema

0=A+C
1=B—-A
0=C-B

1 1 1
btenmA =——=, B= — = —
obtenim X X C 2

Aixi,

X 1 x—1
— — _dx=—= [ ——d
/(x2+1)(x—1) ! 2/x2+1 *

- xdx / /
a x2+1 x2+1 x—1

1 1 1
= —Zln\xz—i-1|+§arctanx+§1n\x— 1|+C

Exemple 14.3.6 (Arrels complexes simples) Calculeu

/ 8x* —37x+65 .
—6x2+13x

Les arrels del denominador son x =0 i x =3 £2i fet pel qual la descomposicié en fraccions simples ens

queda:

8x* —37x+65 A Mx+N
—6x2+13x  x  (x—3)2422

Igualant les fraccions tenim:
8x* —37x+65 =A(x* —6x+13) + (Mx+N)x

d’on, igualant els coeficients del polinomi, obtenim el sistema:

8=A+M
—37=—-6A+N
65 =13A
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Amb solucions
A=5 M=3, N=-7
Integrant obtenim:

/ 8x* —37x+ 65

3 s x—3
m :51H|X|+§ln‘()€—3) +2 |+arctan <T> +C

Exemple 14.3.7 (Arrels complexes multiples. Métode d'Hermitte) Calculeu

/ 2x+ 104
x
(x+2)(x* —2x+2)?

Les arrels del denominador sén: x = —2 (simple), i x = 1 £i (doble) (u = 2). Per tant, la descomposicié en
fraccions ens queda:

2x+104 A L _Mx+N +d Ax+A, \
(x+2)[(x—12+12  x+2 (x—12+1 dx\(x—1)2+1/)
A Mx+N [(x=1)>+1]A; = 2(x — 1)(A;x+Ap)

2 oyt [CESEEE
Igualant els polinomis del numerador tenim:
2x+104 = AP —2x+2)*+ (Mx+N)(x+2)(x* —2x+2) +
+H[(F = 2x+2)A; —2(x — 1) (A1 x +Ag)] (x +2)
Identificant coeficients i resolent el sistema

0=A+4+M
0=—-4A+N—-A
0=8A—2M —2A,—2A,
2=—8A+4M —2N +2A, —2A,
104 = 4A +4N +4A, +4A,
obtenim:

A=1,M=—-1,N=20,A =16, A, = —11

Per tant,

2x+ 104 A Mx+N Ax+Ap
/(x+2)(x2—2x+2)2 * /x—|—2 x+/(x—1)2—|—1 ARy

1 16x—11
:ln\x+2]—Eln]x2—2x+2|+19arctan(x—1)+#+2+C
x> —2x
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Amb MAPLE obtenim:

> int ((2*x+104) / ((x+2) * (x72-2*x+2) "2) ,x) ;

1 —32x+22

1
ln(x+2) — 5 ln(x2—2x+2) + 19 arctan(x— 1) — 5 m
Xe— 42X

Amb INTEGRATOR obtenim un resultat equivalent:

—11+16x

1 2
i 19arctan|[1 — x| +log[x+2] — Elog[x —2x+2]

El seglient exemple té interes perqué es tracta d'una integral d'una funcié racional amb el polinomi del
denominador no normalitzat, és a dir, amb coeficient del terme que déna el grau del polinomi diferent de 1.

En aquest exemple també veurem una forma diferent de la que hem utilitzat en els exemples anteriors per

trobar la descomposicié de fraccions. En lloc de resoldre el sistema d'equacions que resulta de la igualtat
de polinomis, els coeficients es poden trobar donant diferents valors a la incdgnita x.

Exemple 14.3.8 Calculeu

Tx—+2

—d
4 —dx 1

Tx+2 J 1/ Tx+2 d
————dx=—- | ———=dx

4x? —4x+1 4 (x—3)?
Per tant, podem fer la descomposicié

Tx+2 A B Alx—13)

(X—%V_X—z (x—3)? (x—3

i igualant numeradors tenim

—1
Per X=3

tenim Z+4+2=B=B=1
Per x=0 tenim 2=A(—1)+45=A=7

Aixi doncs:

7x—|—2 . 1 7 3 -
4x2—4x+1dx N 4[/x—1dx+/(x—l)2dx} B
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Amb MAPLE obtenim el mateix resultat:

> int ((7*x+2) / (4*x"2-4xx+1) ,x) ;

1n 1 7
o L n(2x—1
4 2x—1 tg =1

WIRIS ens proporciona el resultat que veiem a la figura.

Tx+2 7 -1
{fﬁ-xz—-ﬂxﬂ ARl S ey

Amb INTEGRATOR obtenim un resultat equivalent:

1 7
D egl142
12y Faloel

14..4 Integrals trig0onom e ric]U e s "

En la integracié de funcions trigonometriques, poden utilitzar-se els dos meétodes que ja s’han vist (parts
i substitucio), els quals ens poden portar bé directament a la primitiva buscada, bé a una integral més
senzilla (racional, per exemple). Per aplicar aquests métodes pot ser util transformar encertadament la
funcioé a integrar utilitzant algunes de les relacions trigonometriques que es coneixen. Algunes d'aquestes
relacions son:

cos’a+sin‘a = 1
sin(fa+b) = sinacosb=+cosasinb
cos(atb) = cosacosbFsinasinb
cos2a = cos’a—sin’a
sin2a = 2sinacosa
inlg — 1 —cos2a
B 2
N 1 +4cos2a
cos’a = —————
2
. L. .
sinacosh = 3 [sin(a+b) +sin(a — b)]
o 1
sinasinb = 5 [cos(a—b) —cos(a+b)]
1
cosacosh = E[cos(a— b) +cos(a+ b))
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f

sin%Z = —+/1—cosa
2
cos% = gx/l—i-cosa
tana B v/ 1—cosa
2 v 14cosa

Exemple 14.4.1
) 1 1,1
cos”(3x)dx = / 5(1 +cos6x)dx = E(x—i— 6 sin6x) +C
Exemple 14.4.2

1
/sinzxcoszxdx =1 /(1 —c082x)(1 +cos2x)dx =

4/ (1 —cos*(2x))dx /dx——/(1+cos4x)d

1 1
= gx— §s1n4x+C

14.4.1 Integrals trigonometriques racionals

S'anomenen les integrals del tipus | R(cosx, sinx)dx amb R fracci6 racional en sinx i cosx. D'una manera
. . X
general, es pot aplicar el canvi t = tan X ja que

, 2tanf 1 —tan*$
sinx=——>—1 cosx=——+%
I +tan” 3 I +tan” 3
i es té que
. 2
x=2arctant 1 dx = ——dt
1+

i s'aconsegueix una reduccié a la integracié d'una funcié racional. En els casos particulars:
1. R(cosx,sinx) = —R(cosx, — sinx) fer el canvi de variable
t =cosx

amb la qual cosa tindrem que: sinx =+/1 —¢? i dt = —/1 —t?dx

Calcul de primitives 203 m——



2. R(cosx,sinx) = —R(—cosx,sinx) fer el canvi de variable
t =sinx
amb la qual cosa tindrem que: cosx = V1=¢2 i dt =+/1—12dx
3. R(cosx,sinx) = R(— cosx,sinx) fer el canvi de variable

t =tanx

amb la qual cosa tindrem que: cosx = sinx = t=(1+41*)dx

\/— \/— .

Exemple 14.4.3

3 ) 2
cos’ x 1 —sin“x)cosx 1—1t¢
[ g [Umsit oo, (1o,
sin’ x sin’ x 1

1 1 1 1
=gt tC=— + +C
610 44 6sin®x  4sin‘x
(canvi: t = sinx)
Exemple 14.4.4
1 _2_
T —adx = /thzdt =
1 4 cosx+sinx 1+ 254+ 55

= = —dt
/1+t2+2t+1—t2 /

1n11+z|+c=1n\tan’—zcy+c

(canvi: 7 = tan3)

14..5 Integrals hip e b olic]U e s m——

Tots els métodes per a integrals trigonomeétriques es poden adaptar facilment per a integrals hiperboliques.
A continuacié es detallen algunes transformacions utils i es resolen alguns exemples:

e —e
inhx
sinhx 7
e +e ™
h =
coshx >
cosh’x—sinh’x = 1
sinh(x+y) = sinhxcoshy=+coshxsinhy
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cosh(x+y)
sinh2x

cosh2x

sinh®x
cosh®x
sinhxsinhy
sinhxcoshy

coshxcoshy
Exemple 14.5.1

/ sinh(7x — 2) sinh(5x+ 1)dx

ja que

coshx coshy =+ sinhx sinhy

2sinhx coshx

cosh?x + sinh’x

cosh2x—1
2

1+ cosh2x
2

1
3 [cosh(x +y) — cosh(x

-)]

% [sinh(x +y) 4 sinh(x — y)]

1
5 [cosh(x+y) + cosh(x

)]

%/[cosh(le— 1) —cosh(2x — 3)]dx =

1
2112

1 1
[— sinh(12x—1) — > sinh(2x—3)| =

1 1
Y sinh(12x—1) — 2 sinh(2x—3)+C

1
sinha sinhb = 3 [cosh(a+ D) — cosh(a —b)]

Exemple 14.5.2 Calculeu

1
1+2sinh”x

Aquesta integral és del tipus R(coshx,sinhx) = R(—coshx, —sinhx), per tant, fem el canvi: t = tanhx

gue ens porta a sinhx =

t
V1—12

1
/7_ 5—dx
J 1+42sinh“x

=arctant +C

, coshx =

1
V1—12

1

i dt = (1—1*)dx i obtenim que:

Tz 1
/71*'22 dt:/ dt =
1+2-L 1412

1-12

arctan(tanhx) +C
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Amb INTEGRATOR obtenim mateix resultat, com es pot veure a la figura.

he Integrator - N

Fitxer Edita Visuaitza Vésa Communicator Ajuda

< ® A B} 2 @ < & B B =
Endarrere Endevant Actualitza  Inici Cerca ‘Guia  Imprimeix Seguretat  Botiga Aura
i "Preferits & Ubicadi:[htip:/jintegrals.wolfram.com/index.en.cgi Elg'-“'"s

WOLFRAM integrals.wolfram.com

FSE A 1
RESEAT PRODUCTS SERVICES SOLUTIONS RESOURCE LIBRARY v NEWS ONLINE STORE

THE‘M m

THE POWER TO DO INTEGRALS AS THE WORLD HAS NEVER SEEN BEFORE

The Integrator

HISTORY OF IN 10N

ENTER ANY
FUNCTION

HERE IS
YOUR ANSWER

| ArcTen[Tanh(x]]

14..6 Integrals irrcion ol s
Molts tipus de funcions irracionals es redueixen a racionals mitjancant canvis de variable encertats. A

continuacié veurem alguns casos que s'han inclos al llibre, no tant perque pensem que sigui indispensable

coneixer-los, sind per fer veure la importancia del metode del canvi de variable en el calcul de primitives.

14.6.1 Integrals bilineals

Son integrals de la forma:

ax+b\n ax+b,
/R o (B0 E (B ) ax
cx+d cx+d
on R és una funcié racional. Suposarem que les fraccions %"" ,Z—’; son irreduibles. Es redueix a una

integral racional mitjangant el canvi

- ax—+b
- cex+d

n

conn=m.c.m.(q1, ,qx)
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Exemple 14.6.1

dx 1 61> I
e ——— —dt:6/ di —
/\/Sc+€/5c /x%+x% * /t3+t2 r+1

5 1 A
:6/ t—t+1—t+—1 dt =6 §—§+t—ln|t+1| +C=

=2yx—3V/x+6Yx—6In|Yx+1]+C

(canvi: x = 19)

Amb WIRIS obtenim

1 B cqtya o dlg Bagi xSl
{fm-» 6-In(l- Vx =11} +(2- Vx 7=3:v/x ) +6:/x

14.6.2 Integrals binomials

So6n integrals del tipus
/x”(axq +b)'dx (a,b€eR, p,q,reQ)

Aguestes integrals es poden simplificar fent la substitucio
ax? = by

perqué es passa a una integral de la forma

[ya+yyay sreg)

Hi ha tres casos en que, per substitucid, aguesta nova integral admet reduccié a una forma elemental
d'integracio:

1. SireZ, fentel canviy =1¢", on m és el denominador de s.
2. Sise€Z, fentel canvi 1 +y=1¢", on n és el denominador de r.

3. Sis+reZ, fentel canvi 1 +y~! =¢", on n és el denominador de r.

Exemple 14.6.2 Calculeu

VX 12 ;
/mdx = Z/Wdt:amtant_t2+1+c:

NG

x+1

= arctan/x — +C

(canvi x = #?)
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Exemple 14.6.3 Calculeu

2
/xidx
2+2)

1
Fent el canvi x> = 2y es transforma en 3 / V(1 +y)’3/2dy que podem resoldre amb el canvi 1 +y~! =

Comproveu que

/(2):_)62)3 *—I—ln|x+\/x2 2|+C

Amb MAPLE obtenim un resultat diferent perd equivalent:

> int(x72/((2+x72) " (3/2)) ,x);

1
\/% + argsinh (5 \/Ex)
X

Amb INTEGRATOR obtenim el mateix que amb MAPLE.

14.6.3 Integrals irracionals particulars

12.

Els tres primers tipus d'integrals que estudiarem sén interessants de saber resoldre perqué apareixen moltes
vegades en el calcul d'arees o volums de problemes geometrics. Per exemple, calculeu I'area de la regio¢
del pla limitada per les corbes y = x? i x> +y? = 2. (Aquest problema i d'altres de semblants els trobareu

resolts a la referéncia [13].)
1. [R(x,v/a®—x?)dx es resol fent el canvi de variable
X =asint o bé x = atanht
2. [R(x,v/x>—a?)dx es resol fent el canvi de variable
x =asect 0 bé x = acosht
3. [R(x,v/x?+a?)dx es resol fent el canvi de variable
x =atant o bé x = asinht

Exemple 14.6.4

+C

241 1
/ Alhs dx:/.idt:\/xz—i-l—argtanh

X sint cos?t X2+1

(canvi: x = tant)
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p(x)
—dx
vax? +bx+c

Hi ha un métode anomenat alemany, que resol integrals del tipus

4. Integrals del tlpus/

—dx
/ vax*+bx+c

essent p(x) un polinomi, i consisteix a trobar un polinomi g(x) amb coeficients indeterminats i tal
que grlg(x)] < gr[p(x)] que compleixi

q(x )\/m+k/

dx
/\/ax2+bx+c vax? +bx+c

Exemple 14.6.5 Resoleu

/ 341 I
VxX24+2x+4

Apliquem el métode alemany i tenim

3 1
\/% (ax—l—b)\/x2+2x—|—4—|—k/
X%+ 2x

Per trobar les constants a, b, k derivem i obtenim:

dx
Vx24+2x+4

32 +1 2x+2 k
o =aVvx*+2x+4+ (ax+Db) (2x+2) +

VX2 +2x+4 2VX2+2x+4  /x2+2x+4
34+1  a(®+2x+4)+ (ax+b)(x+1)+k
VX2 +2x+4 VX2 4+2x+4
3 9 1
igualant tenim: == b=—= k= ——
igualant tenim a=3 > 5

dx
VX2 +2x+4

Com que x* +2x+4 = (x+ 1)* + 3 podem escriure

Ara el problema es redueix a calcular /

dx dx 1 dx
\/§

=ar sinh<x+1>
NV

Ens queda

3%+ 1 39 . x+1
“x—2 )V +2 i1 h C
x2+2x+ (2x 2) e Zargsm < V3 ) *

Calecul de primitives 209 ——



5. Les integrals del tipus

/ dx
(ax+D)"\/px*+qx+r

es poden reduir a integrals on es pot aplicar el métode alemany considerant el canvi de variable
ax+b= %

Per consolidar el calcul de primitives podeu anar a la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Algebra

En aquest apendix trobareu les definicions d'anell i cos perque aquests conceptes han aparegut al llibre.
Es defineixen les matrius i determinants com a eines basiques de les matematiques i es tracta la resolucié

de sistemes lineals.

/A1 Estru ctuires 101 cim e ni Ci | 1mm

A.1.1 Estructures amb una operacié interna. Grups

Definicié A.1.1 (Grup) Donat un conjunt G # 0 amb una operacié interna que denotarem per *, s’ano-

mena grup la parella (G, ), si I'operacio * compleix les propietats:
1. Associativa

Vx,3,2€ G xx(yxz) = (x*y)*z

2. Existéncia d’element neutre

VxeG deeG talque xxe=exx=x
3. Existéncia d’element simétric (o invers)
VxeG dx'€G talque xxx '=x'xx=c¢
Si, @ més a més, es compleix la propietat commutativa
Vx,y € G xxy=yxx
direm que el grup és commutatiu o abelia.

Exemple A.1.1

—_

. (N, +) no és grup perque no existeix |'element simetric Vn € N.
Z,+) és un grup commutatiu.

A~ W N

-
. (Z,-) no és un grup perqueé no existeix I'invers ¥z € Z.
- (

R, +) és un grup commutatiu.
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(R,-) no és un grup perque el nombre 0 no té invers.

5.
6. (R—{0},-) és un grup commutatiu.

A.1.2 Estructures amb dues operacions. Anells i cossos

Definicié A.1.2 (Anell) Sigui A un conjunt amb dues operacions + i -. La terna (A, +,-) s'anomena anell
si es compleix:

1. (A,+) és un grup commutatiu.

2. L'operacio - és associativa:
(a-b)-c=a-(b-c) Va,b,ceA
3. L'operacio - és distributiva respecte de la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c Va,b,ceA
(a+b)-c=a-c+b-c Va,b,ccA

A més a més,
= Si A té element neutre per - direm que I'anell (A,+,-) és unitari.
= Sil'operacié - és commutativa, direm que I'anell (A,+,-) és commutatiu.
Exemple A.1.2

1. (Z,+,-) El conjunt de nombres enters amb les operacions suma i producte té estructura d'anell
commutatiu.

2. R[x] Els polinomis tenen estructura d’anell sobre R.

Definicié A.1.3 (Cos) Donat un anell unitari (A,+,-) tal que cada element diferent de I'element neutre
del grup (A,+) té simétric respecte de la seqona operacié -, direm que la terna (A, +,) és un cos.

Si I'anell unitari és a més a més commutatiu direm que el cos és commutatiu.

Exemple A.1.3
1. (Q,+,-) El conjunt dels nombres racionals té estructura de cos commutatiu amb les operacions
internes:
cuma a n ¢ ad+bc
u — —_ =
b d bd
roducte a.¢c_ac
P b'd bd

2. (R,+,-) Elconjunt dels nombres reals té estructura de cos commutatiu amb les operacions suma i
producte.

3. (C,+,-) El conjunt dels nombres complexos té estructura de cos commutatiu amb les operacions
de suma i producte (vegeu capitol 7).
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/A2 M artriu's i de e rmiin 11T 1

A.2.1 Matrius

Definicié A.2.1 (Matriu) Un conjunt d’elements d’un cos commutatiu K, escrits en m files i n columnes,
s’anomena matriu de m files i n columnes.

ay dp - Ay
a dax doy,

A= .
A1 [257%) ot Ay

Direm que A € M(m x n,K) (A és una matriu del tipus m x n amb coeficients a K). A partir dara
considerarem matrius de nombres reals i farem servir la notacio A € M,,,,,.

Definicié A.2.2 (Operacions) Sih € R i A i B son matrius de coeficients reals, del tipus

ayp v Ay by - by,
e B= o
A Amnn bml e bmn
llavors,
ayn+by - ay,+by,
A+B= : , :
A + bml o Ay + bmn
Aay -+ Aag,
M = : . :
Ay o Mgy,

SiIA€M,y, i B&€M,, aleshores, podem calcular la matriu producte AB de la forma segtent:

ay o Ay by - blp C11 Cup

L I ) bnl e bnp Cml Cmp
essent

blj
ci=(an - apy) : =apb\j+apby;+ ... +ayb,;
bnj
Recordem que el producte de matrius no és commutatiu, és a dir, AB no té perqué coincidir amb BA. Es

més, a vegades, encara que AB existeixi, pot no tenir sentit parlar de BA (a causa del nombre de files i
columnes de les matrius que estem operant).
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Exemple A.2.1 Calculeu AB essent A = < 411 g. % ) i B= (

S =N
W N —
N——

Definicié A.2.3 (Matriu transposada) Si A € M,,.,, direm AT a la seva matriu transposada obtinguda
canviant files per columnes.

Definicié A.2.4 (Matriu inversa i matriu identitat) Donada A € M,,,, direm que A~! és la seva matriu
inversa si es compleix que

AAT'=AT"A=1d

essent Id la matriu identitat

1 0 - 00
0 1 0 0
ld = S :
0Oo0 --- 10
00 --- 0 1

Propietat A.2.1 Es compleixen les propietats seqients:

1. SiA,B € M,,., tenen inversa, aleshores el producte AB també t¢ inversa i (AB) ™' = B~'A™!

2. SiA €M,,, té inversa, aleshores la seva matriu transposada també té inversa | es compleix que
(AT)—I — (A—I)T

A.2.2 Determinants
Definicié A.2.5 (Determinant) Un determinant és una aplicacié que assigna un nombre a cada matriu

quadrada. A aquest nombre (real, si treballem amb matrius amb coeficients reals) també se I'anomena
determinant, i escriurem det(A) o bé |A|. Si tenim la matriu donada de forma explicita

ay dp o dpy

ayy dyp - dyy
|A] =

ayr Ay T dpy

Propietat A.2.2 (Calcul de determinants. Regla de Sarrus)

]a11|:a11
ay  dp

= djdy —apdyy
dp dx

ay dp dapg
dyy dyp dx
ds; dz  dss

= A11020033 T A21A3013 + A31012023 — A31A0nd13 — dA11A32023 — A21A12033
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Exemple A.2.2

o =
|
—

El calcul de determinants per a matrius d’ordre superior a tres és més complicat, llevat de casos particulars.
Propietat A.2.3 (Calcul de determinants per a matrius particulars)

1. Matriu diagonal

ap 0 0
0 ar 0
: = dand - dpy
0O O Ay
10 --- 00
0 1 0 0
(la matriu identitat Id = | : @ .. | ésun cas particular, per tant, |Id| = 1)
00 --- 10
00 --- 01
2. Matrius trianqulars
ap, 0 -0 dip 4 s A
ay apn - 0 0 an - ay
= : : . : = dydy Ay
ay Ay o Ay 0 0 crt g

Ja hem comentat que el calcul d'un determinant concret pot ser laboriés, pero els determinants tenen
moltes propietats que poden ajudar a reduir la dificultat d’aquest calcul.

Propietat A.2.4 (Propietats dels determinants) SiA € M., i B € M,,.,,

1. Un determinant amb dues columnes iguals val zero.

2. Al canviar dues columnes d’un determinant, aleshores el determinant canvia de signe.

3.
i) i) i)
ay ap - agtcy e di, ayp oAy ot Ay (25 N & TR 7 A )
Ay Ay -+ Ayt Cy -c Ay, | _ | Qa1 o Ao ey, + dyy - Gyt dyy
a, Aap ey _|_ Cpi Oy ay, e Ayt Ay a, e Cpi o g
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4. Si es multiplica una columna del determinant per A € R, aleshores el determinant queda multiplicat
per \.

Un determinant val zero si els elements d’una fila o bé columna son tots iguals a zero.
det(AB) = det(A)det(B)
det(A) = det(AT)

Si A és invertible, det(A™") = —e,l(A)

G N O WU

Exemple A.2.3 Penseu si es compleix det(A+ B) = det(A) + det(B).

Aquesta igualtat és falsa, en general, det(A -+ B) # det(A)+det(B). Considerem per exemple les matrius

-1 1 =2 2 30
A= o 1 O B=|1 00
2 -1 3 01 4

Observem que

1 4 —2
detA=1, detB=—12 i det(A+B)=|1 1 0 |=—17#1-12
2 0 7

Els determinants sén una eina molt Util per resoldre problemes importants, com sén el calcul de la matriu
inversa (tot i que hi ha altres metodes, per exemple el métode de Gauss) i la resolucid de sistemes
d’equacions lineals.

Propietat A.2.5 Una matriu quadrada A és invertible (admet inversa) si, i només si, det A # 0.

Definicié A.2.6 (Matriu adjunta) Suposem que

ayp o Ay
A=

L R
és una matriu invertible. Aleshores definim la matriu adjunta de A

All e Aln

AdjA)=1{

Anl e Ann

essent A;; I'adjunt de a;; de A. Es defineix el menor adjunt (o adjunt) A;; de I'element a;; com a
Ay = (1) M

essent M;; el menor complementari d’un element a;; de A i que es defineix com el determinant de la
matriu que s‘obté de A suprimint la fila i i la columna j.
1

0
Exemple A.2.4 Calculeu Ad j(A) essent A = 2 1
-1 1

S O W
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En el nostre cas

R I e - D -2
NEE 0| N SR
N (U 2 N S DN B B D
2571 o |7 »n =+ 107 e B
R (L 2 T I N I DS R S D
ST 0| T T2 0|7 ST |7
Per tant,
0 0 3
AdjA)=| 3 3 -1
-3 6 1

Propietat A.2.6 (Calcul de la matriu inversa utilitzant determinants) Si A és una matriu invertible, aleshores

1
Al = Adj(AT)

det(A)
1 0 3
Exemple A.2.5 Calculeu A~!, essent A = 2 1 0 | icomproveu que AA~' =1Id
~1 10
1 0 3
detA=| 2 1 0|=6+3=9
-1 1 0
0 3 -3
AdjaTy=[ 0 3 6
3 -1 1
aleshores,
L0033 0 1/3 —1/3
A=l 0 3 6 = 0 13 23
3 -1 1 1/3 —1/9 1/9

Comprovem-ho:

0 3 0 /3 —-1/3 1 00

AA = 2 10 0 /3 2/3 =1 0 1 0
-1 10 /3 -1/9 1/9 0 0 1
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/A3 Siistemes d’eq)uaicions 1 e Cil S 1m——————

Donat el sistema d'equacions lineals, és interessant determinar si el sistema admet solucié o no i coneixer
metodes per trobar-ne la solucié.

El teorema de Rouché-Frobenius proporciona un criteri general per determinar la compatibilitat (existéncia
de solucio) o incompatibilitat d'un sistema. | pel que fa a I'obtencié de solucions de sistemes d’equacions
lineals, hi ha diversos procediments. Dos d’ells son la regla de Cramer i el métode de reduccié o eliminacié
de Gauss.

Definicié A.3.1 (Rang d’una matriu) El rang d’una matriu A és I'ordre maxim de les matrius quadrades
que es poden treure de A, amb determinant diferent de zero.

Definicié A.3.2 (Sistema d’equacions lineals) S‘anomena sistema de m equacions lineals amb n incognites
una expressio del tipus

anx, + apx, + ... 4+ aux, = b

ayx, + apx, + ... + ayx, = b

a1 X1 + A2 X2 + ... + AnXn = bm
on als elements a;; € R se’ls anomena coeficients del sistema, x,...,x, son les incognites del sistema i
bi,...,b,, son els termes independents. Anomenem solucié del sistema els valors que podem assignar a
les incognites xy, ... ,x, de forma que es compleixin totes les iqualtats a la vegada.

El sistema es pot escriure matricialment com a Ax = b essent

ayg dyp - Ay b,
;. dyp -+ dop )
Ap1 Ay 0 Ay

A s’anomena matriu del sistema i A, és la matriu ampliada del sistema,

ay  ap -+ ap | b
Ab:

amy A2 - App b m

Definicié A.3.3 (Sistemes compatibles) Direm que un sistema d’equacions lineals és compatible quan tin-
gui solucio. Direm que és compatible determinat quan tingui solucié unica, i compatible indeterminat
si té més d’una solucio. Direm que el sistema és incompatible quan no tingui cap solucid.

Teorema A.3.1 (Teorema de Rouché-Frobenius ) Donat un sistema d’equacions lineals Ax = b, aleshores,

1. SirangA # rang A, el sistema és incompatible

2. SirangA = rangA, = r el sistema és compatible,
a) determinat si r = n (nombre d’incognites)

b) indeterminatsir <n
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Exemple A.3.1

El sistema d’equacions lineals

2x—3y+5z=0
x+y—3z=-2

és compatible indeterminat perque

2 -3 5
rang A = rang L1 -3 =2

2 -3 510
rangA,,zrang(l | _3‘_2>:2

En cas de tenir un sistema compatible determinat, donarem un métode de resolucié anomenat regla de
Cramer.

Propietat A.3.1 (Regla de Cramer) Si tenim un sistema d’equacions lineals Ax = b que té el mateix nombre
d’equacions que d’incognites, i tal que det A # 0, aleshores el sistema

anpx, + ... + apx, = bl

anx; + ... + anux, = b,
té solucié unica que ve donada per

detM,'
X; =
detA

Vi1<i<n

essent M; la matriu que s’obté substituint la colunmna i-ésima de la matriu del sistema per la columna b
de termes independents.

Exemple A.3.2 Resoleu el sistema

x—y—2z=-1
2x—3y+4z=4
Sx—y+3z=16
aplicant la regla de Cramer.
La matriu associada al sistema és
1 -1 =2]-1
A,=1 2 -3 4 | 4
5 -1 3 |16

Algebra 219 m—



i la matriu A té determinant

1 -1 =2
2 -3 4 |=-45+£0
5 -1 3

Com que det A # 0, el sistema té solucio Unica que ve donada per

detM1 detM2 d@tM3
X = = =
detA Y detA ¢ det A
amb
-1 -1 =2 1 -1 -2 1 —1
16 —1 3 5 16 3 5 —1

gue tenen determinants

M| =—135 |My| =—-90 |M;|=—45
Aixi, doncs,
135 _—90_2 _—45_1
T T YT s T T s

Per tant, la solucié del sistema és

x=3, y=2, z=1

Un altre métode de resolucio de sistemes lineals és el meétode de Gauss. Amb aquest métode s'aconse-
gueix una eliminacié d'incognites i I'element que fem servir per aconseguir I'eliminacié de cada incognita

s’anomena pivot.

Definicié A.3.4 (Transformacions elementals de fila (columna)) A les transformacions elementals que
només permuten, multipliquen o substitueixen files (columnes) se les anomenen transformacions elemen-

tals de fila (columna). Les transformacions anomenades elementals son:

1. Permutar files o columnes, entre si.

2. Multiplicar una fila, o columna, per un escalar no nul.

3. Substituir una fila, o columna, per una combinacié lineal no nul-la d’aquesta i les restants.

Propietat A.3.2 (Metode de Gauss) Donat un sistema compatible (rangA = rangA, = r) d’equacions

lineals
apXy =+ anXs 4+ ... 4+ a1 X, = b]
anx, + anx, + ... + awx, = b
amx, + ampx + ... + aux, = b,
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el metode de Gauss consisteix a obtenir a partir de la matriu A,

ay  ap - ap | b

amy Am2 - App bm

mitjancant transformacions elementals de fila i columna, una matriu del tipus

1 0 --0 Cir+1 "0 Cin Clptl
01 - 0 copp1 - C2n+1
00 -1 Crrt1 " G Crp
00 ---0 0 e 0 0
00 0 0 0 0
equivalent al sistema
X1 = Cint+1l —Clrt1 X1 — - — C1pXy
X2 = Contl —C2pp1 Xyl — oo T CopXy
Xr = Crptl = Crpp1 X1 — oo o — CrpXy
que té solucié immediata, al donar valor a les incognites x,1,. .. ,X,

Exemple A.3.3 Resoldre el sistema

x—y—2z=-1
2x—3y+4z=4
Sx—y+3z=16
aplicant el métode de Gauss.
La matriu associada al sistema és
1 -1 —-2]-1
2 -3 4 4
5 -1 3 |16

Eliminar x de la segona i tercera equacié és el mateix que fer zeros els coeficients 2 i 5 de la primera
columna. Aixo s'obté sumant a la segona fila la primera columna multiplicada per —2, i a la tercera, la
primera multiplicada per —5.
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Aixi, doncs,

1 -1 =21 1 -1 -2 -1
2 -3 4 | 4 — 0 -1 8 | 6
5 -1 3 |16 0 4 13|21

Ara per fer zero el 4 de la tercera fila sumem a la tercera fila la segona multiplicada per 4 i obtenim

1 -1 -2|-1

0 -1 8 6
0 0 45145
que té sistema associat
x—y—2z=-1
—y+8z=6
457 =45

De la tercera fila resulta z = 1, i substituint aquest valor a la segona, tenim que y = 2. Finalment, de la
primera fila resulta x = 3, per tant, aquest sistema és compatible determinat amb solucié Unica

x=3, y=2, z=1

Propietat A.3.3 (Metode per obtenir la matriu inversa) Si A € M,,.,, és una matriu quadrada invertible,
aleshores un métode per calcular A= consisteix a:

1. Escriure la matriu

ap ay, 1 0 - 0
o1 -0
A, -+ 0O 0 --- 0

2. Aplicar transformacions elementals de fila fins a arribar a una matriu del tipus

1 0 --- 0 b” b]n
0O 0 --- 1 bnl blm

Aleshores, la inversa de A, A~" és la matriu

bnl e bnn
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Exemple A.3.4 Calculeu A~!, essent A = 2 10

Donada la matriu
1 0 311
2 1 010
-1 1 00

S = O

0
0
1

sumem a la segona fila la primera multiplicada per —2, i a la tercera la primera. Aixi, doncs,

1 0 3]1 0O 1 0 3 1 00
2 1 0j0 10 — 01 -6/-2120
-1 1 00 0 1 01 3 1 0 1

Sumem a la tercera fila la segona multiplicada per —1

1 0 3 1 00 1 0 3 1 0 O
01 —-6[-2 10 — 01 -6|-2 1 0
01 3 1 01 00 9 3 -1 1
i la dividim entre 9
1 0 3 1 0 O 1 0 3 1 0 0
01 -6|-2 1 0 — 01 —-6| -2 1 0
00 9 3 -1 1 00 1 |1/3 —1/9 1/9

Sumem a la primera fila la tercera multiplicada per —3, i a la segona la tercera multiplicada per 6, i obtenim
ja el resultat desitjat.

10 311 0 0 1000 1/3 —1/3
01 -6 -2 1 0 — o100 0 -2/3 2/3
00 1 [1/3 —1/9 1/9 00 1/1/3 —1/9 1/9

Aixi, doncs, A~! s’escriu com a

0 1/3 —1/3
A= 0 —2/3 2/3
1/3 =1/9 1/9

Per consolidar els conceptes d'algebra podeu treballar amb la pagina
http://www.wiris.net/upc.edu/collection
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Estadistica

Una estadistica és un conjunt de dades numériques presentades en forma de taules o graficsi el seu aspecte
més important és |'obtenci¢ de conclusions a partir de dades experimentals. Aquest procés s'anomena
inferéncia estadistica i com que |'estadistica té el seu origen en I'observacié i descripcié de les col-lectivitats
humanes, el conjunt de referéncia objecte d’estudi sovint s'anomena poblacio, i cada element del conjunt
s'anomena individu.

B.1 Descripcié grafica de |es o] e s e ———
Una vegada recollides les dades necessaries, s'han d’ordenar i expressar d'una manera facil de llegir i
interpretar. Sila poblacié és molt nombrosa, es consideren subconjunts que s'anomenen classes. Aquestes

classes han de ser disjuntes, de manera que no hi hagi ambiguitat al decidir a quina classe pertany una
observacio particular. Els conceptes segUents ajuden a fer aquesta interpretacio.

Definicio B.1.1 (Freqiiéncia absoluta) La freqiéncia absoluta és el nombre de vegades que es presenta
una classe o valor.

Si anomenem n; la frequiéncia absoluta de x;, i N és el nombre d’'individus de la poblacié, es compleix que
nm4nt...+n,=N

és a dir, la suma de les frequiencies absolutes és el nombre d'individus de la poblacio.

Sovint, la freqliéncia absoluta no és prou significativa. Per exemple, si tenim una classe de 50 alumnes on

n’hi ha 10 que han obtingut un 5, aixd no vol dir el mateix que si hi ha 10 estudiants que tenen un 5 en
una classe de 25. Es per aixd que s'introdueix la freqiéncia relativa.

Definicié B.1.2 (Freqléncia relativa) La freqléncia relativa d’un element x; amb freqliéncia absoluta n; és
el quocient entre la freqliencia absoluta i el nombre total d’observacions.

Moltes vegades la freqléncia relativa s'expressa en percentatge i per fer-ho es multiplica la frequeéncia
relativa per 100%:; aixi, una frequiéncia relativa de = equival en percentatge a un 14%, perqué =.100% =

% 50
14% (entenem que 100% = %)
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Propietat B.1.1 La freqiiéncia relativa compleix que

1.0<f<1 Vi=1,....p

2. fi+tfo+...+f,=1 (ésadi lasuma de totes les freqliencies relatives d’una mostra és iqual a 1)

Hi ha diverses formes de representacio grafica de les dades d'una estadistica; totes elles amb I'objectiu de
simplificar i donar de forma clara i rapida, sense deixar de banda la precisié, una visi¢ de les dades.
1. El diagrama de barres reflecteix la freqiéncia absoluta de cada valor de la variable.

2. Un poligon de freqtiéncies consisteix a assenyalar els punts (x;,n;) i unir-los mitjancant segments de
recta.

3. Quan es volen comparar els diferents aspectes en qué es reparteixen els individus d'una poblacio, es
fa servir un grafic de sectors. Un cercle o semicercle es divideix en sectors d’area proporcional a la

freqteéncia.
Com es calcula I'angle o; associat a una freqliencia n;? Si considerem un cercle, I'angle o; compleix
que
360° — o
N — N;
per tant,
360° oy n;
— = — =, =360"— =360°f;
N n; N f
d'on
o; = 360°f;

4. Els histogrames estan formats per rectangles de bases iguals a les longituds de les classes i alcades
iguals a les fregtiéncies absolutes corresponents.

5 T 6 6 o o — B35 0T O oo Eox

l'\"\” |

(=]
wn
= |
;

20 25

Fig. B.1 Diagrama de barres
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Exemple B.1.1 Del text seglent,

“Ceux qui sont férus de pratique sans posséder la science sont comme le pilote qui s’'embarquerait sans
timon ni boussole, et ne saurait jamais avec certitude ou il va.”

Léonard de Vinci

compteu cada una de les lletres de I'abecedari que hi apareixen i representeu amb diagrames de barres
i poligon de frequéncies els resultats. Amb un grafic de sectors representeu el tant per cent de vocals i
consonants que apareixen al text i feu-ne un histograma agrupant les lletres de I'abecedari de cinc en cinc.

25

20

Fig. B.2 Diagrama de barres per columnes

Fig. B.3 Poligon de frequencies
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45,64%

/
/

/
/

54,36%

Bvocals

Econsonants

Fig. B.4 Grafic de sectors

60

50

40

30 7
20
107 I l:
0+ T T T T
a-e £ k-0 p-t u-z

Els grafics que hem comentat fins ara sén els més habituals, perd n’hi ha d'altres, per exemple el seglent:

Fig. B.5 Histograma

257

20

Fig. B.6 Diagrama piramidal
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B.2 Mesures numeéricjues descrijiVve s |

A cada distribuci¢ estadistica se li poden associar uns parametres que ens ajuden a descriure-la. Estudiarem
els valors centrals, que ens donaran el centre de la distribucio, i les mesures de dispersié que ens diran si
les dades estan més o menys allunyades del centre.

B.2.1 Mesures de centralitzacié

Els valors centrals més utilitzats sén la moda, la mediana, la mitjana aritmetica i la mitjana geometrica.

Definici6é B.2.1 (Moda) La moda d’una distribucié estadistica és el valor que apareix més vegades, és a
dir, el valor de freqiiéncia absoluta més gran.

Definicié B.2.2 (Mediana) La mediana és el valor de la variable tal que, una vegada ordenades les dades
de forma creixent, té el mateix nombre de valors que el precedeixen i que el sequeixen, és a dir, és el valor
de posicio central en el conjunt ordenat per la relacio <.

Observem que, si el nombre de dades és senar, la mediana coincideix amb una de les dades, perd si és
parell, es pren com a mediana el promig dels dos valors centrals. Per exemple, la mediana de les dades 1,
2,3,4,5,6,7,8,9,106és

546
—— =55
2
Definicié B.2.3 (Mitjana aritmetica) La mitjana aritmetica dels valors x; Vi=1,...,N és el valor X que

es defineix

Xi+x+...+xy
N

X =

o de forma més abreujada

M=

=1
I

Xi

2| =

1

Definicié B.2.4 (Mitjiana geometrica) La mitjana geométrica dels valors x; Yi=1,...,N és el valor que
es defineix com a

le.xz...xN

o de forma més abreujada

B.2.2 Mesures de variabilitat

Una mesura de posicié central proporciona informacié sobre un conjunt de dades, perd no doéna cap idea
de la dispersié d'aquestes dades en el conjunt. Per exemple, si considerem els dos conjunts de dades
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seglUents, cada un dels quals té quatre observacions: 0,25,75,100;48,49,51,52. Als dos conjunts la
mitjana aritmética val 50, encara que els dos conjunts sén ben diferents, ja que en el primer cas les
observacions sén molt més disperses que en el segon cas. D'aqui I'interés de les mesures de variabilitat.

Definicié B.2.5 (Desviacid) La desviacio d’una observacio respecte de la mitjana aritmética, és la diferéncia
entre el valor de la variable x d’aquesta observacio i la mitjana aritmética x

d=x—Xx

N

Observem que Y d;n; = 0, per tant, per estudiar la variabilitat d'una distribucié hem de considerar la
i=1

desviacio prescindint del signe.

Les desviacions més usuals son la desviacio tipica i la varianca.

Definicié B.2.6 (Varianca) Per a distribucions amb un nombre petit d’observacions i de valors de la variable,
es defineix la varianca com a

@ (X —=X)+ (p—%)*+ ...+ (x, — %)
* N
i per a distribucions amb un nombre elevat d’observacions o bé d’un nombre elevat de valors diferents de
la variable es defineix com a
@ (x; — %)% + (xa — %)’ + ...+ (x, — %)’n,
o N

(essentn;+n,+...+n, =N).

Observem que la varianca té en compte la suma de desviacions de cada observacié elevada al quadrat.
Aix0 és per no tenir problemes amb el signe. S’ha comprovat que aquest valor és més representatiu de la
dispersio que si es considera el valor absolut |x; — x| en lloc de (x; — x)*.

Propietat B.2.1 Per al calcul de la varianca s’acostuma a fer servir la férmula segiient
2 1 i 2 2
Si==)xn—x
X N = 1

que és equivalent a

lpd2
N;ini

Definicié B.2.7 (Desviacio tipica) Es defineix la desviacio tipica com I'arrel quadrada de la varianca, és a
dir, S,

G:\/S_%:Sx

Es interessant la interpretacié de la desviaci6 tipica com a mesura de dispersié. Com més petita és la
desviacio tipica, més petita és la separacié dels valors respectius de la mitjana aritmetica, i per tant, més
representativitat de la mitjana.
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Exemple B.2.1

25
0.25,75,100 6="V10=395

48,49,51,52 c = @ ~16

Exemple B.2.2 Del text de I'exemple B.1.1,

“Ceux qui sont férus de pratique sans posséder la science sont comme le pilote qui s’'embarquerait sans
timon ni boussole, et ne saurait jamais avec certitude ou il va.”

Léonard de Vinci

calculeu la moda, mediana, mitjana aritmética, mitjana geométrica, varianca i desviacio tipica de la distri-
bucié que relaciona les lletres del text amb la seva freqliéncia absoluta.

Les dades d'aquesta distribucié son:

7,21, 10, 1, 4, 14, 15, 10, 10, 10, 1, 8, 5, 3, 13,6, 5, 2, 1, 3

13 149
Comproveu que la moda val 10, la mediana val 5= 6,5, la mitjana aritmetica = 20~ 7,4, 1a mitjana

11219 V11219
geometrica val 5,3, la varianca = 200 - 28 i la desviacio tipica = 0 - 5,3.
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Progressions de nombres reals

Les progressions sén un cas particular de successions de nombres reals.

C.1 Succesions

Definicié C.1.1 (Successio de nombres reals) Una successid de nombres reals és una aplicacio

f: N—R
n— f(n)=a,

Anomenem terme general de la successio una expressid en funcié de n que genera tots els termes de la
successio i s‘escriu com a a,,.

Exemple C.1.1
El terme general a, = 2n+ 1 doéna lloc a la successié de nombres reals

3,5,7,9,...

C.2 Progressions aritmeétigues i geom e ric)u e s
Hi ha dos tipus interessants de progressions: les aritmétiques i les geometriques.

Definicié C.2.1 (Progressio aritmética) Una progressié aritmética és una successio de nombres reals tal
que cada terme es dedueix de I'anterior sumant una quantitat fixa d que s'anomena diferencia.

Per tant, si a, és el terme n-esim de la progressio i n és el nombre de termes
a,=a;+dn—1)
Exemple C.2.1

2,5,8,11,14,... (d=3)
20,18,16,14,12,... (d=—2)
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Propietat C.2.1 La suma de n termes consecutius d’una progressio aritmeética, essent a; el primer i a,

I'altim, és
(a1 +a,)n
Sn - A~
2
Exemple C.2.2
1
14243+...4n= @

Exemple C.2.3 (Interes simple)

Suposem que s'ha deixat un capital inicial que anomenarem C, a un tant per cent anual R. Si anomenem

r= % el tant per u anual, els interessos produits al llarg d'un any seran Cyr. Suposant que els interessos

no es reinverteixin (interés simple) després de n anys tindrem un capital C, que estara expressat per la
formula

C,=Co(14rn)
La successio dels capitals finals de cadacun dels periodes és
C, Gy ...y Gy
amb

Cl :C0+CQTZC0+d
C2 :C1+CQI’ZC1+d
C3 :C2+CQFZC2+d

bn = Cn_] +CQV = Cn—l +d

Per tant, aquests valors corresponen als termes d'una progressié aritmética amb diferéncia
d = Cyr, és a dir, cada any el capital s'incrementa respecte de I'any anterior una quantitat fixa Cyr.

Definicié C.2.2 (Progressié geomeétrica) Una progressié geomeétrica és una successio de nombres tal
que cada terme es dedueix de I'anterior multiplicant per una quantitat fixa r que s'anomena rad de la
progressio.

Per tant, si a, és el terme n-ésim de la progressio

an:alrrHl
Exemple C.2.4
1,3,9,27,81, ... (r=3)
11 1
64,32, 16,8, 4,2, 1, 7, 7, ... (r=3)
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R el tant per

Exemple C.2.5 (Interés compost)
100

Suposem que s'ha deixat un capital inicial Cy a un tant per cent anual R. Si anomenem r =
u anual i els interessos produits a I'acabar I'any es reinverteixen al mateix tant per cent anual, la successié

de capitals al cap de n anys estara donat per la férmula
C,=Co(1+r)

Aleshores, la successié de capitals finals de cadascun dels periodes és
C,G,...,C, ...

amb
C, :C0+C0r:C0(1—|—r)
Cz :C1+C1r:C1(1+r)
C3:C2+C2r:C2(1+l’)

Cn - Cn—l +Cn—1r - Cn—](l +l")

Per tant, aquests valors corresponen als termes d'una progressié geomeétrica de rad 1+ r.

Propietat C.2.2 La suma de n termes consecutius d’una progressio geométrica és igual a I'ultim terme

multiplicat per la rad menys el primer, i tot aixo dividit per la rad menys 1,

5, =&ALy
r—1

Si'|r| <1, aleshores la suma infinita d’una progressio geométrica val
a
S =
1—r

Exemple C.2.6 Calculeu la suma dels termes de la progressio

1
TR

O —

1
3,1, =
) ) 37

Fixem-nos que es tracta d'una progressié geometrica de rad % per tant, com que \%] <1
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